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PREDGOVOR

Ovaj udºbenik namijenjen je studentima Elektrotehni£kog fakulteta u Sa-
rajevu, jer u potpunosti prati plan i program predmeta Inºenjerska �zika 2.
Tako�er ga mogu koristiti i studenti drugih tehni£kih fakulteta koji u okviru
predmeta op²te �zike izu£avaju termodinamiku, optiku, atomsku i nuklearnu
�ziku.

Knjiga se sastoji od ²est poglavlja i to: 1. Termodinamika i molekularno-
kineti£ka teorija, 2. Optika, 3. Kvantna priroda svjetlosti, 4. Potvrde kvantne
prirode svjetlosti, 5. Modeli atoma i 6. Fizika atomske jezgre. U prvom poglav-
lju uvedeni su osnovni pojmovi molekularno-kineti£ke teorije i termodinamike
koji su kori²teni u opisivanju stanja idealnog gasa, gasnih procesa, transportnih
pojava i principa termodinamike. Poglavlje koje se odnosi na optiku zapo£inje
kratkim pregledom fotometrijskih veli£ina. Zatim su detaljno razra�eni zakoni
geometrijske optike, njihova primjena na ogledalima i so£ivima, kao i njihove po-
sljedice u smislu prividne dubine, totalne re�eksije i sl. U dijelu Fizi£ka optika
razmatrane su pojave koje su posljedica talasne prirode svjetlosti, tj. interfe-
rencija, difrakcija i polarizacija svjetlosti. U tre¢em poglavlju se, kroz obja²-
njenje toplotnog zra£enja apsolutno crnog tijela, uvodi pojam fotona - kvanta
energije. Eksperimentalne potvrde kvantne prirode svjetlosti obja²njene su u
£etvrtom poglavlju. U poglavlju Modeli atoma obja²njeni su rani modeli atoma
sa detaljnim opisom Borovog modela, a zatim su navedene osnovne postavke
kvantno-mehani£kog modela i kvantni brojevi. Posljednje poglavlje obja²njava
strukturu jezgre, energiju veze i radioaktivne raspade. Na kraju je dato obja²-
njenje procesa �sije i fuzije.

Autorice
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Poglavlje 1

Termodinamika i

molekularno-kineti£ka teorija

U sistemima s velikim brojem £estica, koje se haoti£no kre¢u, javljaju se toplotne
pojave. Za njihovo izu£avanje koriste se dvije metode i to molekularno-kineti£ka
i termodinami£ka.

Molekularno kineti£ka teorija (MKT) makroskopska svojstva sups-
tance, kao ²to su pritisak, zapremina, temperatura i sl. obja²njava me�udjelo-
vanjem £estica (atoma, molekula) te supstance. Koristi se metodama statisti£ke
�zike koje se ogledaju u tome da se uzimaju samo srednje vrijednosti veli£ina
koje karakteri²u kretanje £estica, umjesto da se razmatra kretanje svake poje-
dina£ne £estice. Razlog tome je ²to, ma koliko mali bio uzorak supstance koja
se prou£ava, u njemu se nalazi ogroman broj £estica. Npr. U 1 cm3 gasa pri
normalnim uslovima nalazi se 2, 7 · 1019 £estica − Lo²mitov broj (austrijski
nau£nik Josef Loschmidt). Pojave u kojima u£estvuje ogroman broj £estica pot-
£injavaju se zakonima statisti£ke �zike. Jedna od statisti£kih metoda, koja se
koristi u MKT je upravo ta da postoji odre�ena kvantitativna veza izme�u svoj-
stava mno²tva £estica i srednjih vrijednosti onih �zikalnih veli£ina koje karak-
teri²u pona²anje i svojstva svake £estice. Na primjer, srednja kineti£ka energija
jedne £estice gasa, proporcionalna je apsolutnoj temperaturi, a koja je svojstvo
mno²tva £estica (o tome ¢e biti rije£i kasnije).

Termodinamika prou£ava ista makroskopska svojstva supstance kao i MKT,
ali bez uvida u molekularnu strukturu i molekularno-kinet£ki mehanizam od-
govaraju¢ih pojava. Termodinami£ke metode su jednostavnije u pore�enju s
MKT, ali one samo opisuju kako te£e neki proces, bez obrazloºenja za²to tako
te£e. Termodinamika se zasniva na nekoliko fundamentalin zakona koji se na-
zivaju principi (zakoni) termodinamike. MKT i termodinamika primjenjene
zajedno daju potpuniju sliku jedne te iste pojave me�usobno se dopunjavaju¢i.

1.1 Osnovni pojmovi

1.1.1 Osnovni pojmovi MKT

Prema MKT suspstanca se sastoji od ogromnog broja £estica, koje se nepres-
tano kre¢u, ali njihovo kretanje ne dovodi do pomjeranja centra mase sistema

9



u cjelini. Pod pojmom £estica podrazumijevamo osnovne elemente od kojih je
gra�ena supstanca, a to mogu biti atomi, molekule ili joni (MKT ne razmatra
gra�u samog atoma). Pomenute £estice imaju veoma malu masu, reda veli£ine
10−25 kg, te se zbog toga uvodi nova jedinica koja se naziva atomska jedinica
mase i jednaka je jednoj dvanaestini mase atoma izotopa ugljika C12

6 :

1 ajm = 1u = 1, 66 · 10−27 kg. (1.1)

Odnos mase atoma i atomske jedinice mase naziva se relativna atomska masa:

Ar =
ma

u
⇒ ma = Aru, (1.2)

dok je odnos mase molekule i atomske jedinice mase relativna molekularna
masa:

Mr =
mm

u
⇒ mm = Mru. (1.3)

Broj £estica u nekoj supstanci odre�uje veli£ina koja se naziva koli£ina sups-
tance. Ona je jedna od sedam osnovnih veli£ina u SI, a njena jedinica je mol.
Mol je koli£ina tvari koja sadrºi ta£no 6, 02214076 ·1023 gradivnih jedinica (me-
�usobno identi£nih £estica - atoma, molekula, elektrona, protona, iona, itd.).
Moºemo re¢i da je koli£ina tvari nekog sistema mjera broja njegovih gradivnih
jedinica. Ovaj broj je �ksna numeri£ka vrijednost Avogadrove konstante, NA,
kad je izraºena u jedinicama mol−1 i naziva se Avogadrov broj:

NA = 6, 02214076 · 1023mol−1 ≈ 6, 022 · 1023mol−1. (1.4)

Ova de�nicija je usvojena 2019. g. Ranija de�nicija je povezivala mol s ki-
logramom pri £emu je mol bio de�nisan kao koli£ina tvari koja sadrºi onoliki
broj me�usobno identi£nih £estica (atoma, elektrona, protona, iona, itd.) ko-
liko ima atoma u 0, 012 kg £istog ugljika C12

6 . Posljedica nove de�nicije je ta da
masa jednog mola C12

6 nije vi²e ta£no 0, 0012 kg. Masa jednog mola supstance
naziva se molarna masa te supstance i jednaka je proizvodu mase molekule i
Avogadrove konstante

M = mmNA, (1.5)

odnosno nakon uvr²tavanja izraza za relativnu molekularnu masu:

M = MruNA = Mr · 1, 66 · 10−27 kg · 6, 022 · 1023mol−1,

M = Mr · 0, 001
kg
mol

= Mr
g
mol

. (1.6)

Napomena: iz ranije de�nicije mola koli£nik molarne mase gradivne jedinice i
njene relativne mase je 1 g/mol, ali ako se uzme nova de�nicija mola taj odnos
iznosi 0, 99999999965(30) g/mol. S obzirom da je to odstupanje veoma malo,
neznatno je za prakti£ne svrhe.

Iz gore navedenog moºemo zaklju£iti da se koli£ina neke tvari nmoºe odrediti
iz mase tvari m ili iz broja £estica te tvari N :

n =
m

M
=

N

NA
(1.7)
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1.1.2 Osnovni pojmovi termodinamike

Pod termodinami£kim sistemom podrazumijevamo proizvoljno makroskop-
sko tijelo ili skup tijela, £ije su dimenzije velike u pore�enju sa atomskim razmje-
rama i koje se sastoji od ogromnog broja £estica u neprestanom kretanju. Tijelo
u kojem se £estice kre¢u brºe osje¢amo kao toplije, a tijelo u kojem se £estice
kre¢u sporije osje¢amo kao hladnije. Da bi ti osje¢aji mogli kvantitativno da se
procijene, uvodi se pojam temperature, koja je u SI jedna od sedam osnovnih
veli£ina. Pored temperature koriste se i drugi parametri sistema, koji se mogu
makroskopski opaºati i mjeriti, a koji se mijenjaju s promjenom temperature.
Ti parametri se nazivaju termodinami£ki paramteri i oni opisuju svojstva
sistema kao cjeline (temperatura, pritisak, zapremina, elektri£ni otpor, provod-
ljivost itd.) Broj parametara, koji odre�uju toplotno stanje sistema, zavisi od
vrste sistema i vanjskih utjecaja. Najjednostavniji sistem je onaj koji moºe da se
opi²e samo s tri paramtera (pritisak, zapremina i temperatura), kao na primjer
idealan gas.

Pored gore navedenih pojmova potrebno je jo² de�nisati pojam toplotne
(termodinami£ke) ravnoteºe. To je naro£ita forma toplotnog kretanja, pri
kojoj makroskopski parametri sistema ostaju u prosjeku vremenske konstante.
Drugim rije£ima, to je takvo toplotno kretanje £estica nekog sistema, pri kojem
se srednje vrijednosti makroskopskih parametara sistema ne mijenjaju u toku
vremena. De�nicija i mjerenje temperature zasniva se upravo na pojavi toplotne
ravnoteºe.

1.1.3 Molekularne sile i agregatna stanja

Pomo¢u MKT mogu¢e je shvatanje gra�e suspstance u razli£itim agregatnim
stanjima. Prema ovoj teoriji £estice djeluju jedna na drugu silama koje se nazi-
vaju molekularne sile. One se dijele na kohezione i adhezione. Kohezione
sile su sile koje djeluju izme�u jednakih £estica, a adhezione one koje djeluju
izme�u razli£itih £estica. Molekularne sile mogu biti i privla£ne i odbojne, a
njihovo porijeklo je elektromagnetne prirode. Njihovo postojanje moºemo pri-
mijetiti ukoliko ºelimo sabiti neko £vrsto tijelo ili ga rastegnuti. U prvom slu£aju
se osje¢a utjecaj odbojnih sila, a u drugom privla£nih. Eksperimenti pokazuju
da molekularne sile djeluju na malim rastojanjima, tj. da vrlo brzo opadaju
sa pove¢anjem rastojanja izme�u £estica. Privla£ne i odbojne molekularne sile
uvijek djeluju istovremeno, ali kao ²to je ve¢ re£eno njihov intenzitet zavisi od
rastojanja izme�u £estica. Na slici 1.1 je prikazan gra�k zavisnosti potencijalne
energije veze i rezultuju¢e sile izme�u dvije £estice u zavisnosti od njihovog me-
�usobnog rastojanja. Rezultuju¢a sila je suma privla£nih i odbojnih sila koje
istovremeno djeluju izme�u £estica. Kad se molekule nalaze na velikom rastoja-
nju (r � r0) i privla£na i odbojna sila su beskona£no male, kao da molekularne
sile ne djeluju, te potencijalna energija veze teºi nuli. Pri pribliºavanju rastu
i privla£na i odbojna sila, ali razli£itim brzinama. Pokazuje se da na malim
rastojanjima dominira odbojna sila, a na ve¢im rastojanjima privla£na. Na ras-
tojanju r = r0 privla£na i odbojna sila su jednake tj. rezultuju¢a sila je jednaka
nuli, odnosno potencijalna energija je minimalna (i negativna). S obzirom da je
sistem izolovan, smanjenje potencijalne energije je pra¢eno porastom kineti£ke
energije, te je na rastojanju r0 kineti£ka energija maksimalna. Na rastojanjima
manjim od r0 odbojna sila naglo raste, a potencijalna energija najprije nastavlja
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Slika 1.1. Zavisnost potencijalne energije veze (puna linija) i rezultuju¢e sile
izme�u dvije £estice (isprekidana linija) od njihovog me�usobnog rastojanja.

Isprekidanom horizontalnom linijom je ozna£ena ukupna energija.

da bude negativna, a zatim mijenja predznak, naglo rastu¢i. U oblast r < r1
molekula ne moºe da prodre jer bi pri tome pozitivna energija me�udjelovanja
bila ve¢a od ukupne (Ep > E), ²to bi zna£ilo da kineti£ka energija mora biti
negativna, ²to je nemogu¢e. Minimalno rastojanje r1, na koje se mogu pribliºiti
centri £estica naziva se efektivni dijametar £estice. Dakle, na rastojanju r1
molekula se zaustavlja utro²iv²i svu kineti£ku energiju, te se pod uticajem od-
bojne sile kre¢e u suprotnom smjeru pove¢avaju¢i brzinu. Kad pre�e rastojanje
r0 £estica po£inje da usporava i pri r → ∞ ona poprima po£etnu vrijednost
kineti£ke energije. �to je vi²a temperatura to je ve¢a po£etna vrijednost kine-
ti£ke energije £estice, koja joj omogu¢ava da se pribliºi drugoj £estici na manje
rastojanje.

U £vrstom agregatnom stanju gradivne £estice su poredane blizu jedna druge
(slika 1.2), pa dolaze do izraºaja privla£ne sile koje ih povezuju, pri £emu se for-
miraju kristali. Ukoliko £estice nemaju pravilan raspored, takve supstance se
nazivaju amorfne. Amorfno stanje je metastabilno, jer £estice teºe pravilnom
ure�enju, te nakon izvjesnog vremena poprimaju kristalnu strukturu. Kod te£-
nog agregatnog stanja molekule su tako�er raspore�ene jedna uz drugu, ali je taj
raspored nepravilan, a £estice su slabije vezane nego kod £vrstih tijela. U gaso-
vitom stanju £estice se nalaze na mnogo ve¢em me�usobnom rastojanju i kre¢u
se velikim brzinama. Slabe privla£ne sile ne mogu da ih drºe na okupu pa se
zbog toga gasovi mogu ²iriti u prostoru ne zadrºavaju¢i stalni oblik i zapreminu.

1.1.4 Temperatura

�estice od kojih su gra�ena sva tijela u priprodi, neprestano se kre¢u, pri £emu
se to kretanje naziva toplotno kretanje. Ukoliko se dva tijela dovedu u kontakt,
njihove £estice ¢e se me�usobno sudarati i predavati energiju jedna drugoj. �es-
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Slika 1.2. Na slici su prikazana tri agregatna stanja supstance te slikoviti
prikaz rasporeda £estica u svakom od njih: a) £vrsto stanje, b) te£no stanje i c)

gasovito stanje.

tice, koje su se kretale brºe, ¢e se nakon sudara kretati sporije, a £estice koje
su se kretale sporije, ¢e se ubrzati. To zna£i da pri dodiru dva tijela dolazi do
razmjene energije, pri £emu je tijelo, koje gubi energiju, ono £ije su se £estice
kretale brºe i naziva se toplije tijelo, a tijelo koje prima energiju je tijelo £ije su se
£estice kretale sporije i naziva se hladnije tijelo. Taj prelaz energije ¢e se de²avati
sve dok se ne uspostavi stanje termodinami£ke ravnoteºe. Onda kaºemo da su
oba tijela na istom stepenu zagrijanosti. Kao karakteristika stepena zagrijanosti
tijela sluºi temperatura. Temperatura je dakle termodinami£ka veli£ina koja
krakteri²e stanje termodinami£ke ravnoteºe makroskopskog sistema. Tempera-
tura se na po£etku de�nisala kao 2/3 kineti£ke energije translatornog kretanja
£estica i nazivana je energetska ili kinemati£ka temperatura (jer se izraºavala se
u dºulima)

Θ =
2

3
Ek. (1.8)

To nije bilo prakti£no, jer bi mjerenje temperature zna£ilo mjerenje energije
svake £estice. Zbog toga je uvedena nova jedinica za temperaturu, koja je na-
zivana stepen. Temperatura izraºena u stepenima se ozna£ava s T , i njena
de�nicija glasi

kT =
2

3
Ek, (1.9)

gdje je k Bolcmanova konstanta (Boltzmann), koja je odre�ena eksperimen-
talno i iznosi 1, 3806·10−23 J

stepen
. Po²to je kineti£ka energija pozitivna veli£ina, i

temperatura mora biti pozitivna veli£ina. Ovako de�nisana temperaturna skala
se naziva apsolutnom odnosno Kelvinovom, te se stepeni te skale ozna£avaju s
K (britanski nau£nik William Thomson, 1st Baron Kelvin). Ova skala po£inje
od apsolutne nule, a to je temperatura na kojoj prestaje svako toplotno kre-
tanje. Apsolutna temperatura je uzeta za jednu od osnovnih veli£ina u SI, a
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odgovaraju¢a jedinica se naziva Kelvin. Prema ranijoj de�niciji (prije 2019. g.)
kelvin je bio de�nisan kao 1

273,16 dio termodinami£ke temperature trojne ta£ke
vode. Me�utim 2019. g. kelvin je de�nisan preko Plankove konstante, brzine
svjetlosti i frekvencije (prelaza osnovnog stanja) atoma cezijuma-133, koju ovdje
ne¢emo navoditi.

Kod nas je uobi£ajeno je da se temperatura izraºava u stepenima Celzijusa
(◦C) (²vedski nau£nik Andres Celsius). Nula stepeni celzijusa je temperatura
mrºnjenja vode, dok apsolutna nula (0K) odgovara temperaturi od −273, 15 ◦C.
Veza izme�u Kelvinove (apsolutne) temperature T i Celzijusove temperature t
je

T = t+ 273, 15 ◦C. (1.10)

Bitno je uo£iti da je temperaturni interval u kelvinima jednak temperaturnom
intervalu u celzijusima jer je:

∆T = T2 − T1 = t2 + 273, 15 ◦C− (t1 + 273, 15 ◦C) = t2 − t1 = ∆t. (1.11)

1.1.5 Broj stepeni slobode - zakon ekviparticije energije

Broj stepeni slobode predstavlja broj na£ina na koji neko tijelo moºe skladi²titi
energiju i jednak je broju nezavisnih koordinata, kojima moºemo opisati kretanje
tijela ili sistema tijela.

Ukupna energija neke £estice gasa jednaka je zbiru njene kineti£ke i poten-
cijalne energije. Kineti£ka energija moºe da poti£e od translacije i rotacije, a
potencijalna energija od gravitacione sile Zemlje i me�udjelovanja £estica gasa.
S obzirom da izme�u £estica idealnog gasa nema me�udjelovanja, te da je masa
njegovih £estica reda veli£ine 10−25 kg, potencijalna energija se moºe zanemariti.
Ukoliko je £estica gasa molekula s dva ili vi²e atoma povezanih razli£itim ve-
zama, te £estice dobivaju i energiju usljed oscilovanja atoma. Dakle, razlikujemo
stepene slobode usljed translacije, rotacije i oscilovanja.

Razmotrimo sada broj stepeni slobode jednoatomnih £estica:

• mogu da se kre¢u translatorno duº x, y i z ose, te njihovo kretanje mo-
ºemo opisati s tri nezavisne koordinate. Dakle, broj stepeni slobode usljed
translacije jT = 3.

• mogu da se obr¢u oko svoje ose, ali s obzirom da je njihova masa m ≈
10−27 kg, a polupre£nik r ≈ 10−15m pribliºna vrijednost momenta inercije
im je I = 2

5mr
2 ≈ 0 te je i kineti£ka energija rotacije EkR = Iω2

2 ≈ 0.
Dakle, broj stepeni slobode usljed rotacije jR = 0.

• nemaju energiju usljed oscilovanja, jer ne ostvaruju veze s drugim ato-
mima. Dakle, broj stepeni slobode usljed oscilovanja je jO = 0.

Iz gore navedenog slijedi da je broj stepeni slobode jednoatomnih £estica j =
jT + jR + jO = 3.

Razmotrimo sada broj stepeni slobode dvoatomnih molekula (£estica):

• mogu da se kre¢e translatorno duº x, y i z ose. Dakle njihovo kretanje
moºemo opisati s tri nezavisne koordinate. Dakle, broj stepeni slobode
usljed translacije jT = 3.
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• mogu da se obr¢u oko x, y i z ose (slika 1.3), ali ako se obr¢u oko ose na
kojoj se nalaze oba atoma kineti£ka energija usljed rotacije oko te ose je
zanemariva, zbog malih dimenzija i masa £estica (kao kod jednoatomnih).
Me�utim rotacija oko preostale dvije ose nije zanemariva. Tako�e se moºe
re¢i da se uzima u obzir samo broj mogu¢ih rotacija pri kojima se mijenja
orijentacija molekule. Dakle, broj stepeni slobode usljed rotacije jR = 2.

• mogu da osciluju jedna u odnosu na drugu, te njihova kineti£ka energija
zavisi od njihovog me�usobnog rastojanja. Dakle, broj stepeni slobode
usljed oscilovanja je jO = 1.

Ipak, na osnovu gore navedenog ne moºemo jednozna£no zaklju£iti koliki je broj
stepeni slobode dvoatomnih £estica. Za vi²eatomne £estice se pokazuje da broj
stepeni slobode zavisi i od temperature:

1. T < 100K j = jT = 3 → atomi nemaju dovoljno energije za rotiranje i
oscilovanje;

2. 100K < T < 1000K j = jT + jR = 5 → atomi dobiju dovoljno energije da
po£nu rotirati;

3. T > 1000K j = jT + jR + jO = 7 → atomi dobiju dovoljno energije da
po£nu oscilovati.

S obzirom da ¢emo mi razmatrati gasove u opsegu temperatura od 100K do
1000K, uzimat ¢emo da je broj stepeni slobode dvoatomnih gasova j = 5, tj.
ne¢emo uzimati u obzir njihovo oscilatorno kretanje.

Odre�ivanje broja stepeni slobode troatomnih £estica (kao i £estica s jo²
ve¢im brojem atoma) je kompleksno. Pored svih gore navedenih faktora, on
zavisi tako�er i od geometrije same £estice.

Zakon o ekviparticiji energije kaºe da je kineti£ka energija podjednako
raspore�ena po svim stepenim slobode, te je srednja kineti£ka energija jedne
£estice onda odre�ena brojem stepeni slobode

Ek =
j

2
kT. (1.12)

Dakle, kineti£ka energija translatornog kretanja £estice je Ek = 3
2kT , odnosno

na svaki stepen slobode otpada 1
2kT kineti£ke energije, ²to je u saglasnosti s

relacijom (1.9).
Ukoliko se ºeli izraziti srednja ukupna energija svih £estica gasa treba voditi

ra£una da je broj stepeni slobode usljed oscilovanja tada 2 · jO zbog doprinosa
potencijalne energije oscilovanja.

1.1.6 Unutra²nja energija

Unutra²nja energija nekog tijela je energija tog tijela, ali ne ra£unaju¢i njegovu
kineti£ku energiju kao cjeline i potencijalnu energiju u polju vanjske sile. Dakle,
unutra²nja energija nekog tijela je:

• kineti£ka energija translatornog, rotacionog i oscilatornog kretanja njego-
vih £estica,
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Slika 1.3. Mogu¢e rotacije dvoatomne molekule. Samo pri rotaciji oko y i z ose
molekula mijenja svoju orijentaciju, te se samo one uzimaju u obzir pri

odre�ivanju broja stepeni slobode usljed rotacije.

• potencijalna energija me�udjelovanja £estica,

• energija elektronskih ljuski u atomima i

• nuklearna energija.

Ova podjela ima pribliºan karakter jer jedan oblik energije moºe pre¢i u drugi.
U na²em razmatranju zanemarit ¢emo posljednja dva oblika energije, tako da je
unutra²nja energija suma kineti£kih i potencijalnih energija £estica sistema

U =
∑
i

Eki +
1

2

∑
i,j

Epij , (1.13)

pri £emu je uzeta 1/2 potencijalnih energija, jer se pri sumiranju javlja poten-
cijalna energija i− te i j − te £estice Eij , te j − te i i− te £estice Eji, a radi se
o istoj energiji. Zbog toga je ukupna potencijalna energija polovina sume svih
potencijalnih energija. Kod najjednostavnijeg termodinami£kog sistema tj. kod
idealnog gasa, me�udjelovanje £estica se zanemaruje pa je unutra²nja energija
suma kineti£kih energija £estica gasa

U =
∑
i

Eki . (1.14)

1.1.7 Toplota

Toplota je onaj iznos unutra²nje energije, koji se prenese s toplijeg tijela na
hladnije. Jedinica joj je Dºul (J). Toplota, dakle nije svojstvo sistema, niti je
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funkcija stanja sistema. Ona zavisi od procesa promjene tog stanja. To zna£i da
treba dovesti razli£ite koli£ine toplote da sistem pre�e iz jednog stanja u drugo,
ukoliko se taj prelaz vr²i na razli£ite na£ine.

Koli£ina toplote potrebna da se zagrije neko tijelo mase m za ∆T , proporci-
onalna je masi tijela i promjeni temperature tijela:

Q = mc∆T = mc(T2 − T1), (1.15)

pri £emu je koe�cijent proporcionalnosti c speci�£ni toplotni kapacitet ili
speci�£na toplota i on zavisi od vrste tijela. Mjerna jedinica mu je J

kgK
.

De�ni²e se kao koli£ina toplote koju je potrebno dovesti jedini£noj masi da joj se
temperatura promijeni za jedan stepen. Proizvod mc = C predstavlja toplotni
kapacitet nekog tijela. Mjerna jedinica mu je J

K
. On je brojno jednak koli£ini

toplote potrebnoj da se temperatura nekog tijela pove¢a za jedan stepen

C =
dQ

dT
. (1.16)

Moºemo re¢i da je toplotni kapacitet jedini£ne mase tvari u stvari speci�£ni
toplotni kapacitet.

Iz jedna£ine (1.15) se moºe zaklju£iti da koli£ina toplote moºe biti pozitivna
i negativna. Kad je Q > 0 zna£i da tijelo prima toplotu, a kad je Q < 0 tijelo
odaje (emituje) toplotu.

1.1.8 Fazni prelazi

U termodinamici je faza skup homogenih dijelova sistema, jednakih po svo-
jim osobinama. Na primjer, ako u zatvorenoj posudi imamo vodu, a iznad nje
smjesu vazduha i vodene pare, zna£i da imamo sistem, koji se sastoji od dvije
faze: voda i smjesa vazduha i vodene pare. Ako se u vodu doda led onda on
£ini tre¢u fazu. Razne kristalne modi�kacije jednog tijela tako�er predstavljaju
razne faze npr. gra�t i dijamant. Ravnoteºa dviju faza, koje se me�usobno do-
diruju, je mogu¢a samo u odre�enom temperaturnom intervalu, kojem odgovara
odre�ena vrijednost pritiska. Trojna ta£ka je odre�ena vrijednost temperature
i pritiska, na kojoj mogu sve tri faze iste tvari (£vrsta, te£na i gasovita) biti
u ravnoteºi. Prelaz iz jedne faze u drugu obi£no je pra¢en apsorpcijom ili ot-
pu²tanjem odre�ene koli£ine toplote, koja se naziva latentna toplota, a takvi
prelazi se nazivaju fazni prelazi prve vrste (topljenje, kristalizacija, isparavanje,
kondenzacija).

U te£nostima i £vrstim tijelima na svakoj temperaturi postoje molekule £ija
je energija dovoljna da savladaju privla£enje drugih molekula, napuste povr-
²inu te£nosti ili £vrstog tijela i pre�u u gasovitu fazu. Prelaºenje te£nosti u
gasovitu fazu naziva se isparavanje, a prelaz £vrstog tijela u gasovito stanje
sublimacija. Pri isparavanju i sublimaciji tijelo napu²taju najbrºe molekule,
usljed £ega se srednja energija preostalih molekula smanjuje i tijelo se hladi. Da
bi se temperatura tijela koje isparava, odrºavala konstantnom, treba mu nepre-
kidno dovoditi toplotu. Toplota koju treba predati jedinici mase tijela da pre�e
u paru koja se nalazi na istoj temperaturi, koju je imalo tijelo prije isparavanja,
naziva se speci�£na toplota isparavanja, q. Toplota isparavanja se mjeri
eksperimentalno, a najjednostavnija su kalorimetrijska mjerenja. Suprotan pro-
ces od isparavanja je kondenzacija. Toplota utro²ena pri procesu isparavanja
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Slika 1.4. Gra�£ki prikaz promjene temperature tijela u vremenu, ukoliko mu
se svake sekunde dovodi toplota. Temperatura se ne mijenja dok se faza

sistema ne promijeni.

predaje se pri kondenzaciji. Prelaz £vrstog tijela u te£no vr²i se za svako tijelo
na odre�enoj temperaturi, pri £emu se utro²i odre�ena koli£ina toplote, koja se
naziva toplota topljenja. O£vr²¢avanje je suprotan proces od topljenja. To-
plota potrebna da se tijelo mase m prevede iz jedne faze u drugu pri speci�£noj
toploti faznog prelaza q, jednaka je

Q = mq. (1.17)

Ako se tijelu svake sekunde dovodi ista koli£ina toplote, promjena temperature
izgleda kao na slici 1.4. Temperatura tijela raste osim kad ono mijenja fazu,
tj. dok se tijelo u potpunosti ne otopi ili te£nost ne ispari, temperatura ostaje
konstantna.

1.2 �irenje £vrstih tijela pri zagrijavanju

U £vrstom tijelu £estice se nalaze na veoma malom rastojanju i osciluju oko
svog ravnoteºnog poloºaja. Zagrijavanjem tijela, brzina £estica se pove¢ava te
se one sve vi²e udaljavaju jedna od druge. Ta udaljavanja su veoma mala, ali
ako se uzme u obzir ogroman broj £estica ta mala pomjeranja svake £estice ipak
dovode do promjene dimenzija samog tijela. Pokazuje se da je ta promjena line-
arna funkcija temperature, u odre�enom temperaturnom intervalu. Razlikujmo
linearno, povr²insko i zapreminsko ²irenje, zavisno od toga da li se posmatra
promjena jedne, dvije ili sve tri dimenzije nekog tijela.

Ako zagrijavamo neku ²ipku moºemo smatrati da se radi o linearnom ²i-
renju jer je popre£ni presjek ²ipke zanemarivo mali u pore�enju s njenom du-
ºinom. Promjena duºine proporcionalna je promjeni temperature (naravno u
odre�enom temperaturnom intervalu)

∆` = `2 − `1 ∼ ∆t. (1.18)
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Izduºenje tako�er zavisi i od po£etne duºine tijela `1, te se zbog toga uzima u
obzir relativna promjena duºine, koja je tako�er proporcionalna temperaturi

∆`

`1
= α∆t, (1.19)

gdje je koe�cijent proporcionalnosti α termi£ki koe�cijent linearnog ²irenja
i ima jedinicu stepen−1. Gornja jedna£ina se moºe napisati i kao

`2 = `1[1 + α(t2 − t1)], (1.20)

pri £emu je `1 duºina ²ipke na temperaturi t1, a `2 duºina na temperaturi t2.
Promjena povr²ine tanke plo£e usljed zagrijavanja, predstavlja povr²insko

²irenje jer smatramo da je debljina plo£e puno manja od ostale dvije dimen-
zije. Analogno linearnom ²irenju, i promjena povr²ine plo£e je tako�er propor-
cionalna promjeni temperature u odre�enom temperaturnom intervalu

∆S

S1
= β∆t, (1.21)

odnosno
S2 = S1[1 + β(t2 − t1)], (1.22)

pri £emu je β = 2α termi£ki koe�cijent povr²inskog ²irenja, S1 povr²ina
na temperaturi t1, a S2 povr²ina na temperaturi t2.

Zapreminsko ²irenje, predstavlja promjenu zapremine tijela, ali i �uida,
usljed zagrijavanja. U odre�enom temperaturnom intervalu to ²irenje je tako�er
proporcionalno temperaturi

∆V

V1
= γ∆t, (1.23)

odnosno
V2 = V1[1 + γ(t2 − t1)], (1.24)

pri £emu je γ = 3α termi£ki koe�cijent zapreminskog ²irenja, V1 zapre-
mina na temperaturi t1, a V2 zapremina na temperaturi t2. Treba napomenuti
da se gasovi i te£nosti uvijek ²ire zapreminski, bez obzira na oblik posude u kojoj
se nalaze. Za ²irenje gasova pri konstantnom pritisku, koe�cijent zapreminskog
²irenja je isti za sve gasove i iznosi 1

273,15 stepen
−1. O ²irenju gasova ¢e kasnije

biti vi²e govora.

1.3 Idealan gas

Pomenuto je da se najjednostavniji termodinami£ki sistem moºe opisati samo
s tri parametra (pritiska, zapremine i temperature). Takakv sistem je idealan
gas. To je gas kod kojeg se moºe zanemariti zapremina njegovih £estica (atoma,
molekula, jona) i njihovo me�udjelovanje. Jedini oblik interakcije izme�u £estica
gasa su njihovi me�usobni elasti£ni sudari. Ti sudari se veoma rijetko de²avaju
tako da se £estice gasa mogu smatrati slobodnim £esticama. Iako je idealan
gas apstrakcija, dovoljno razrije�eni gasovi su veoma bliski idealnom gasu (npr.
vazduh pri sobnoj temperaturi i atmosferskom pritisku), te je zbog toga njegovo
izu£avanje zna£ajno.
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Slika 1.5. U posudi oblika kocke, stranice a, nalazi se idealan gas. Proizvoljna
£estica mase mi kre¢e se brzinom vi i sudara se sa zidom posude, pri £emu se

mijenja samo komponenta brzine koja je okomita na zid.

1.3.1 Jedna£ina stanja idealnog gasa

Prema MKT pritisak koji gas stvara na zidove posude u kojoj se nalazi, je
rezultat sudara £estica sa zidovima posude. Prilikom sudara £estice predaju
posudi odre�enu koli£inu kretanja u nekom vremenskom intervalu, tj. djeluju
nekom silom na zidove posude. Pritisak gasa predstavalja upravo tu silu, kojom
on djeluje na jedini£nu povr²inu posude, okomito na nju. Da bi odredili od £ega
zavisi taj pritisak, potrebno je jo² imati u vidu neke pretpostavke:

• idealan gas se sastoji od ogromnog broja £estica, koje su me�usobno uda-
ljene na rastojanja mnogo ve¢a od njihove veli£ine (razrije�eni gasovi);

• sudari £estica gasa s drugim £esticama i sa zidovima posude u kojoj se
nalaze su idealno elasti£ni;

• £estice gasa se nalaze u stalnom kretanju pri £emu niti jedan pravac kre-
tanja nije vjerovatniji od drugog tj. £estice se kre¢u u svim pravcima
podjednako.

Neka se u posudi, u obliku kocke stranica a, nalazi N £estica idealnog gasa.
Posmatrajmo jednu £esticu mase mi, koja se kre¢e brzinom −→v i po proizvoljnom
pravcu. Prema uvedenoj pretpostavci, ona se elasti£no sudara sa zidom posude
i mijenja pravac kretanja kao ²to je prikazano na slici 1.5. Dakle, brzina £estice
ne mijenja intenzitet pri sudaru te zaklapa isti ugao sa zidom prije i poslije
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sudara. Dolazi samo do promjene komponente brzine koja je okomita na zid
posude, pri £emu se ta promjena ogleda samo u promjeni smjera (tj. u promjeni
predznaka). Impuls koji jedna £estica pri takvom sudara preda zidu posude je:

∆pix = mivix − (−mivix) = 2mivix. (1.25)

Obzirom da kod idealnog gasa nema me�udjelovanja £estica, £estica se kre¢e
ravnomjerno pravolinijski izme�u dva sudara, ²to zna£i da ¢e se sudar £estice s
istom povr²inom dogoditi opet nakon vremena:

∆t =
s

vix
=

2a

vix
(1.26)

(£estica ¢e poslije prvog sudara oti¢i do druge stranice kocke i nazad, ²to zna£i
da ¢e pre¢i put koji iznosi dvije duºine stranice kocke). Dijeljenjem (1.25) i
(1.26) dobivamo silu kojom posmatrana £estica djeluje okomito na zid posude
povr²ine S:

Fi =
∆pix
∆t

=
miv

2
ix

a
. (1.27)

Sila kojom bi sve molekule udarale o zid posude se dobije sumiranjem po svim
£esticama:

F =

N∑
i=1

Fi =
1

a

N∑
i=1

miv
2
ix. (1.28)

Ukoliko masu jedne £estice mi napi²emo preko mase gasa u posudi m i broja
£estica N kao mi = m/N slijedi da je

F =
m

Na

N∑
i=1

v2ix. (1.29)

U stanju toplotne ravnoteºe, pritisak na sve zidove posude je isti tj. svi pravci
su jednako vjerovatni, ²to zna£i da su komponente brzina u svim pravcima iste.
Tada vrijedi da je

v2i = v2ix + v2iy + v2iz = 3v2ix, (1.30)

i

F =
m

3Na

N∑
i=1

v2i . (1.31)

S obzirom da su za makroskopske veli£ine vaºne srednje vrijednosti, srednja
kvardatna brzina kretanja svih molekula je

v2 =

∑N
i=1 v

2
i

N
. (1.32)

Kona£no se za silu kojom £estice gasa djeluju okomito na zid posude dobiva

F =
m

3a
v2. (1.33)

Sada se moºe izraziti pritisak gasa na zidove posude kao

p =
F

S
=

m

3Sa
v2 =

m

3V
v2, (1.34)
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gdje je V = Sa zapremina posmatrane kocke (posude). Srednju brzinu kretanja
£estica ¢emo sada povezati s temperaturom gasa prema jedna£ini (1.12). Ve¢ je
od ranije poznato da je srednja kineti£ka energija svih £estica gasa, a koje vr²e
translatorno kretanje u tri pravca, jednaka

Ek =
mv2

2
=

3

2
NkT, (1.35)

²to uvr²tavanjem u jedna£inu (1.34) daje

p =
NkT

V
, (1.36)

odnosno
pV = NkT, (1.37)

²to predstavlja jedna£inu stanja idealnog gasa.
Broj nekih jediniki (u slu£aju gasa su to njegove £estice) u jedinici zapremine

c =
N

V
(1.38)

predstavlja njihovu koncentraciju i izraºava se u m−3. Jedna£ina stanja ideal-
nog gasa se onda moºe izraziti i preko koncentracije £estica gasa u posmatranoj
zapremini kao

p = ckT. (1.39)

Analiziraju¢i jedna£inu stanja (1.37) moºe se zaklju£iti da jednake zapremine
razli£itih gasova, pri jednakom pritisku i temperaturi, imaju jednak broj £estica
(jer je pV

T = Nk). Taj zaklju£ak predstavlja Avogadrov zakon. Dakle, broj
molekula u odre�enoj zapremini gasa ne zavisi od njihove veli£ine ili mase. Uko-
liko sada izrazimo broj £estica gasa preko broja molova i Avogadrove konstante
kao N = nNA, jedna£ina stanja postaje

pV = nRT, (1.40)

pri £emu je uvedena nova konstanta R = kNA = 8, 314 J
molK

koja se naziva
univerzalna gasna konstanta.

Ukoliko se idealan gas nalazi na STP (tj. na standardnom pritisku od
101, 325 kPa i temperaturi od 273, 15K), zapremina jednog mola tog gasa ¢e
biti

Vm =
nRT

p
= 2, 24 · 10−2

m3

mol
(1.41)

i naziva se normirana molarna zapremina idealnog gasa. Koli£ina tvari
se sada moºe izraziti i preko zapremine tvari V kao

n =
V

Vm
. (1.42)

Kad se u nekoj zapremini nalazi smjesa gasova, tada se jedna£ina stanja
moºe napisati kao

pV = (N1 +N2 +N3 + ...)kT, (1.43)

22



gdje je Ni (i = 1, 2, 3, ...) broj £estica jedne komponente smjese. Dijeljenjem
gornje relacije s V slijedi da je

p =
N1kT

V
+
N2kT

V
+
N3kT

V
+ ... = p1 + p2 + p3 + ..., (1.44)

²to zna£i da je pritisak smjese gasova, koji hemijski ne me�udjeluju, jednak sumi
parcijalnih pritisaka koji poti£u od svih komponenti smjese. Ovo predstavlja
Daltonov zakon.

Da bi se opisao neki realan gas, potrebno je uvesti korekciju za pritisak
i zapreminu u jedna£inu stanja idealnog gasa. Korekcija za pritisak se uvodi
zbog kohezionih sila. Naime pritisak se mjeri na zidu posude u kojoj se nalazi
gas, a tu je pritisak manji jer su kohezione sile slabije. Korekcija zapremine je
potrebna zbog £injenice da se zapremina £estica gasa ipak ne moºe zanemariti.
Uzimaju¢i ovo u obzir jedna£ina stanja realnog gasa glasi(

p+
an2

V 2

)
(V − bn) = nRT (1.45)

i naziva se Van der Valsova jedna£ina (Johannes Diderik van der Waals,
holandski �zi£ar). Koe�cijent a je koe�cijent koji zavisi od kohezionih sila, a
koe�cijent b predstavlja prazan prostor izme�u £estica koje se aproksimiraju kao
sfere.

1.3.2 Izoprocesi

Izoprocesi su gasni procesi kod kojih jedan od parametara stanja (p, V i T ), pri
konstantnoj koli£ini idealnog gasa (n = const.), ostaje nepromijenjen. Razliku-
jemo tri izoprocesa: izobarni, izohorni i izotermni.

Izobarni proces

Ukoliko se odre�ena koli£ina gasa podvrgne takvom termodinami£kom procesu,
pri kojem pritisak tog gasa ostane nepromijenjen (p = const.), dok se ostali
parametri stanja mijenjaju, kaºemo da je takav proces izobarni. Jedna£inu
stanja idealnog gasa moºemo napisati u obliku:

pV = nRT ⇒ V

T
=
nR

p
, (1.46)

te u slu£aju izobarnog procesa (n = const., p = const.), a uzimaju¢i u obzir i
da je R tako�er konstanta, slijedi

V

T
= const. (1.47)

Gornji izraz predstavlja Gej-Lisakov zakon (francuski hemi£ar i �zi£ar Jo-
seph Gay-Lussac), koji se moºe iskazati na sljede¢i na£in: koli£nik zapremine i
apsolutne temperature odre�ene koli£ine idealnog gasa, pri izobarnom procesu
ostaje konstantan. Ukoliko se postavi koordinatni sistem, tako da je na apscisi
apsolutna temperatura gasa, a na ordinati zapremina, linija koja povezuje sva
stanja s istim pritiskom naziva se izobara (slika 1.6).

23



Slika 1.6. Zavisnost zapremine gasa od temperature, pri konstantnom pritisku,
je linearna funkcija, £iji se gra�k naziva izobara.

Ukoliko se temperatura u jedna£ini (1.47) izrazi u stepenima celzijusa, dobiva
se poznata relacija zapreminskog ²irenja

V = V0(1 + γt), (1.48)

gdje je V0 zapremina gasa na 0 ◦C, te se Gej-Lisakov zakon moºe de�nisati i
na sljede¢i na£in: zagrijavanjem odre�ene koli£ine idealnog gasa za 1 ◦C, pri
konstantnom pritisku, njegova zapremina se pove¢a za 1

273,15 ti dio zapremine,
koju je gas imao na 0 ◦C. Koe�cijent γ je ve¢ pomenuti koe�cijnet zapreminskog
²irenja £ija je vrijednosti 1

273,15 stepen
−1.

Izohorni proces

Ukoliko se odre�ena koli£ina gasa podvrgne takvom termodinami£kom procesu,
pri kojem zapremina tog gasa ostane nepromijenjena (V = const.), dok se ostali
parametri stanja mijenjaju, kaºemo da je takav proces izohorni. Jedna£inu
stanja idealnog gasa moºemo napisati u obliku:

pV = nRT ⇒ p

T
=
nR

V
, (1.49)

te u slu£aju izohornog procesa (n = const., V = const.), a uzimaju¢i u obzir i
da je R tako�er konstantna veli£ina, slijedi

p

T
= const. (1.50)

Gornji izraz predstavlja �arlov zakon (francuski nau£nik Jacques Charles),
koji se moºe iskazati na sljede¢i na£in: koli£nik pritiska i apsolutne temperature
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Slika 1.7. Zavisnost pritiska gasa od temperature, pri konstantnoj zapremini, je
linearna funkcija, £iji se gra�k naziva izohora.

odre�ene koli£ine idealnog gasa, pri izohornom procesu ostaje konstantan. Uko-
liko se postavi koordinatni sistem, tako da je na apscisi apsolutna temperatura
gasa, a na ordinati pritisak, linija koja povezuje sva stanja s istom zapreminom
naziva se izohora (slika 1.7).

Ukoliko se temperatura u jedna£ini (1.50) izrazi u stepenima celzijusa, dobiva
se �arlov zakon u obliku

p = p0(1 + γt), (1.51)

gdje je p0 pritisak gasa na 0 ◦C. Prema relaciji (1.51) �arlov zakon se moºe de�-
nisati i na sljede¢i na£in: zagrijavanjem odre�ene koli£ine idealnog gasa za 1 ◦C,
pri konstantnoj zapremini, njegov pritisak se pove¢a za 1

273,15 ti dio pritiska, koji
je gas imao na 0 ◦C.

Izotermni proces

Ukoliko se odre�ena koli£ina gasa podvrgne takvom termodinami£kom procesu,
pri kojem temperatura tog gasa ostane nepromijenjena (T = const.), dok se
ostali parametri stanja mijenjaju, kaºemo da je takav proces izotermni. Iz
jedna£ine stanja idealnog gasa

pV = nRT, (1.52)

vidimo da su pri izotermnom procesu, svi £lanovi na desnoj strani jedna£ine,
konstantne veli£ine, ²to zna£i da je

pV = const. (1.53)

a ²to predstavlja Bojl-Mariotov zakon (irski nau£nik Robert Boyle, francuski
�zi£ar Edme Mariotte) koji glasi: proizvod pritiska i zapremine odre�ene koli-
£ine idealnog gasa, pri izotermnom procesu je konstantan. Ukoliko se postavi
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Slika 1.8. Gra�k zavisnosti pritiska gasa od zapremine, pri konstantnoj
temperauri, naziva se izoterma.

koordinatni sistem, tako da je na apscisi zapremina gasa, a na ordinati pritisak,
linija koja povezuje sva stanja s istom temperaturom naziva se izoterma (slika
1.8). Izoterma nije prava linija, jer pritisak nije linearna funkcija zapremine,
ve¢ je obrnuto proporcionalan zapremini tj. p = f( 1

V ).

1.3.3 Raspodjela £estica idealnog gasa po brzinama

Jedna od osnovnih pretpostavki MKT je da su svi pravci kretanja £estica jednako
vjerovatni, odnosno pretpostavlja se ravnomjerna raspodjela £estica po svim
pravcima. To zna£i da se u prosjeku, u proizvoljnom smjeru i u proizvoljnom
trenutku, kre¢e isti broj £estica kao i u bilo kojm drugom smjeru. Me�utim
to nije slu£aj i s brzinama. Njihova vrijednost se kre¢e od 0 do ∞ (samo u
teorijskim razmatranjima, jer £estica ¢e uvijek imati neku kona£nu brzinu ma
koliko ona velika bila), ali vjerovatno¢a za svaku vrijednost brzine nije ista. Na
primjer, pri uzastopnim sudarima, £estica moºe svaki put da primi energiju, te
bi joj energija bila znatno ve¢a od srednje energije svih £estica, a samim tim
i brzina bi joj bila znatno ve¢a od neke srednje brzine. Me�utim, procesi koji
bi doveli do koncentrisanja velike energije na jednoj £estici su malo vjerovatni,
²to zna£i da ¢e se veoma velike vrijednosti brzine izuzetno rijetko realizovati u
pore�enju s nekom srednjom vrijednosti. Isto je i u obrnutom slu£aju, tj. veoma
rijetko ¢e se desiti da se pri sudaru £estica zaustavi. Dakle, moºemo zaklju£iti
da su veoma velike i veoma male vrijednosti brzine, u pore�enju sa srednjom
vrijednosti, malo vjerovatne.

Kad bismo mogli u istom trenutku da odredimo brzine svih £estica nekog
gasa, te njihove vrijednosti nanesemo na brojnu osu, vidjeli bi da se vrijed-
nosti brzina £estica grupi²u oko neke najvjerovatnije vrijednosti. Kad bismo sve
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brzine bile jednako vjerovatne, ta£ke na brojnoj osi bi bile ravnomjerno raspore-
�ene. Prilikom sudara dolazi do promjene brzina £estica, ali ako se gas nalazi u
ravnoteºnom stanju raspodjela £estica po brzinama ostaje nepromijenjena. To
zna£i da ¢e gustina £estica na pojedinim dijelovima brojne ose u toku vremena
ostati ista, ali ¢e zavisiti od mjesta na osi tj. bit ¢e funkcija brzine

ρ(v) =
dN

dv
(1.54)

Zbog £injenice da je gustina ρ proporcionalna ukupnom broju £estica (pri istom
pritisku i temperaturi), de�ni²e se funkcija, koja je ista za razli£it broj £estica
gasa (tj. za razli£itu koli£inu gasa):

f(v) =
1

N
ρ(v) =

1

N

dN

dv
. (1.55)

i naziva se funkcija raspodjele. Ona odre�uje vjerovatno¢u da neka £estica
gasa ima vrijednost brzine u intervalu od v do v + dv. Brzina koja odgovara
maksimalnoj vrijednosti funkcije raspodjele je najvjerovatnija brzina i moºe
se odrediti iz uslova

df(v)

dv
= 0. (1.56)

Vjerovatno¢a da dN £estica ima neku brzinu iz intervala dv je:

dw(v) =
dN

N
=

1

N

dN

dv
dv,

dw = f(v)dv. (1.57)

Ukupna vjerovatno¢a je

w =

∫ ∞
0

dw (1.58)

i predstavlja vjerovatno¢u da ¢e neka £estica gasa imati neku vrijednost brzine
iz intervala od 0 do ∞. S obzirom da brzina £estice u gasu ima uvijek neku
kona£nu vrijednost, tada je vjerovatno¢a w, vjerovatno¢a sigurnog doga�aja pa
je stoga jednaka 1:

w =

∫ ∞
0

dw =

∫ ∞
0

f(v)dv = 1. (1.59)

Ova jednakost se naziva uslov normiranja funkcije f(v).
Pomo¢u funkcije raspodjele moºemo izra£unati srednju brzinu kao

v =

∫
vf(v)dv, (1.60)

odnosno srednju vrijednost kvadrata brzine

v2 =

∫
v2f(v)dv, (1.61)

iz koje se de�ni²e efektivna brzina

vef =
√
v2. (1.62)

Da bi se odredile vrijednosti najvjerovatnije, srednje i efektivne brzine potrebno
je poznavati eksplicitan izraz funkcije raspodjele.
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1.3.4 Maksvelova funkcija raspodjele

Funkciju raspodjele £estica po brzinama teorijski je utvrdio Dºejms Klerk Mak-
svel (²kotski nau£nik James Clerk Maxwell). Ona se danas naziva Maksvelova
funkcija raspodjele i ima oblik

f(v) = Ae−
m

2kT v
2

v2, (1.63)

gdje je m masa jedne £estice, k Bolcmanova konstanta i T temperatura gasa.
Koe�cijent A ne zavisi od brzine £estice i odre�uje se iz uslova normiranja na
slijede¢i na£in: ∫ ∞

0

f(v)dv =

∫ ∞
0

Ae−
m

2kT v
2

v2dv = 1,

A =
1∫∞

0
e−

m
2kT v

2
v2dv

,

A =
1(

2kT
m

) 3
2 ∫∞

0
x2e−x2dx

, (1.64)

pri £emu je izvr²ena zamjena

x2 =
m

2kT
v2

iz koje slijedi

v =

√
2kT

m
x i dv =

√
2kT

m
dx.

Integral u relaciji (1.64) je tipski integral £ija je vrijednost∫ ∞
0

x2e−x
2

dx =

√
π

4
,

te je kona£no

A =
1(

2kT
m

) 3
2
√
π
4

=
4√
π

(
m

2kT
.

) 3
2

(1.65)

Uvr²tavaju¢i dobivenu vrijednost faktora normiranja, Maksvelova funkcija ima
kona£an oblik

f(v) =
4√
π

(
m

2kT

) 3
2

e−
m

2kT v
2

v2, (1.66)

a njen gra�k dat je na slici 1.9.
Sada, kad je poznat izraz za funkciju raspodjele, moºemo odrediti speci-

�£ne vrijednosti brzina, kao ²to su najvjerovatnija, srednja i efektivna. U pret-
hodnom odjeljku je re£eno da je najvjerovatnija brzina, ona koja odgovara
maksimumu funkcije raspodjele, dakle ona za koju vrijedi da je

df(v)

dv
= 0. (1.67)

Kad uvrstimo Maksvelovu funkciju raspodjele (1.66) u gornji uslov dobije se:

df(v)

dv
=

d

dv

(
Ae−

m
2kT v

2

v2
)

= 0,
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Slika 1.9. Gra�k Maksvelove funkcije raspodjele £estica f(v) po brzinama v.
Povr²ina koju ograni£ava kriva f(v), prema uslovu normiranja, jednaka je
jedinici. Maksimum funkcije odgovara najvjerovatnijoj brzini vnv. Brzina v

predstavlja srednju brzinu, dok je vef efektivna brzina.

A

[
e−

m
2kT v

2

(
−2vm

2kT

)
v2 + e−

m
2kT v

2

2v

]
= 0,

A2ve−
m

2kT v
2

(
1− mv2

2kT

)
= 0.

Gornji uslov ¢e biti ispunjen u tri slu£aja:

• kad je v = 0;

• kad je e−
m

2kT v
2

= 0, a to ¢e biti kad v →∞;

• kad je 1− mv2

2kT = 0, a to ¢e biti kad je v =
√

2kT
m .

Za prva dva slu£aja je o£ito da ne odgovaraju maksimumu funkcije raspodjele,
²to zna£i da je vrijednost brzine dobivena iz tre¢eg uslova upravo vrijednost
najvjerovatnije brzine. Dakle, najvjerovatniju brzinu moºemo izra£unati kao

vnv =

√
2kT

m
. (1.68)

Kad ovu brzinu uvrstimo u izraz za (1.66) dobije se maksimalna vrijednost
funkcije raspodjele:

f(vnv) = fmax =
4√
π

(
m

2kT

) 3
2

e−
m

2kT v
2
nvv2nv,

fmax =
4√
π

(
m

2kT

) 3
2

e−1
2kT

m
,

fmax =
4

e

√
m

2kπT
, (1.69)
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Slika 1.10. Gra�ci Maksvelove funkcije raspodjele £estica istog gasa za tri
razli£ite temperature. Gra�ci bi imali isti oblik ukoliko bi se razmatrali razli£iti
gasovi na istoj temperaturi, takvi da su mase njihovih £estica m1 > m2 > m3.

iz koje moºemo zaklju£iti da je maksimalna vrijednost funkcije raspodjele obr-
nuto proporcionalna kvadratnom korijenu apsolutne temperature fmax ∼ 1√

T
.

To zna£i da ¢e se, pri pove¢anju temperature, maksimum funkcije raspodjele
smanjivati ²to je prikazano na slici 1.10. Osim toga, maksimum ¢e se pomjerati
ka ve¢im brzinama, jer je najvjerovatnija brzina direktno proporcionalna kva-
dratnom korijenu apsolutne temperature, ²to se vidi iz jedna£ine (1.68). Ista
stvar bi se desila i kad bi smanjivali masu £estica. Povr²ina ispod svake krive
na slici 1.10 je, zbog uslova normiranja, jednaka jedinici.

Brzina, koja ima malo manju vjerovatno¢u od vnv, je srednja brzina v. Nju
moºemo izra£unati iz izraza (1.60), uvr²tavaju¢i izraz za Maksvelovu funkciju
raspodjele:

v =

∫ ∞
0

vAe−
m

2kT v
2

v2dv,

v = A

∫ ∞
0

v3e−
m

2kT v
2

dv. (1.70)

Integral u gornjem izrazu, moºemo predstaviti kao tipski integral, s neparnim
eksponentom n = 2z + 1, oblika∫ ∞

0

xne−αx
2

dx =
z!

2αz+1
.

U na²em slu£aju n = 3 odnosno z = 1, pa je vrijednost faktorijela z! = 1! = 1∫ ∞
0

x3e−αx
2

dx =
1

2α2
.
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Ako zamijenimo konstantu α = m
2kT i konstantu A prema izrazu (1.65) na osnovu

jedna£ine (1.70) dobivamo izraz za srednju brzinu:

v =
4√
π

(
m

2kT

) 3
2 1

2

(
2kT

m

)2

,

v =

√
8kT

πm
. (1.71)

Iz zakona o ekviparticiji energije, koji je dat relacijom (1.12), za translatorno
kretanje £estica (j = 3) moºemo dobiti vrijednost srednje kvadratne brzine,
odnosno efektivne brzine:

Ek =
mv2

2
=

3

2
kT,

v2 =
3kT

m
⇒ vef =

√
3kT

m
. (1.72)

Da bismo provjerili, da li se isti izraz dobije i pomo¢u Maksvelove funkcije
raspodjele, koristi¢emo izraze (1.61) i (1.62):

v2 =

∫ ∞
0

v2Ae−
m

2kT v
2

v2dv,

v2 = A

∫ ∞
0

v4e−
m

2kT v
2

dv. (1.73)

Integral u gornjem izrazu se tako�er moºe napisati u obliku tipskog integrala s
parnim eksponentom n = 2z∫ ∞

0

xne−αx
2

dx =
1 · 3 · ... · (2z − 1)

2z+1αz+
1
2

√
π.

U na²em slu£aju je n = 4, odnosno z = 2 i α = m
2kT pa je vrijednost integrala:∫ ∞

0

x4e−
m

2kT x
2

dx =
3

8
(
m

2kT

) 5
2

√
π =

3

8

(
2kT

m

) 5
2 √

π.

Kona£no, srednju kvadratnu i efektivnu brzinu ¢emo dobiti uvr²tavanjem gornje
vrijednosti integrala i konstante A u izraz (1.73):

v2 =
4√
π

(
m

2kT

) 3
2 3

8

(
2kT

m
,

) 5
2 √

π

v2 =
3kT

m
⇒ vef =

√
3kT

m
, (1.74)

koja se poklapa s izrazom (1.72). Iz odnosa sve tri gore pomenutih vrijednosti
brzina

vnv : v : vef =
√

2 :

√
8

π
:
√

3 = 1 : 1, 13 : 1, 22 (1.75)

se vidi da se vrijednosti srednje i efektivne brzine veoma malo razlikuju od
vrijednosti najvjerovatnije brzine.
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Slika 1.11. Vazdu²ni stub, povr²ine baze S na £ije £estice djeluje sila u pravcu
z-ose.

Maksvelova funkcija raspodjele je samo specijalni slu£aj op²teg principa ras-
podjele, koji je izveo Bolcman i u kojem odnos energija/kT nije ograni£en
samo na kineti£ku energiju translacije. Upravo zbog tog uop²tavanja ta funk-
cija raspodjele se £esto nazivaMaksvel-Bolcmanova raspodjela, koja vrijedi
za sisteme jednakih £estica, u kojima se moºe zanemariti njihovo me�udjelova-
nje i koje se nalaze u termodinami£koj ravnoteºi u nekom potencijalnom polju
sile.

1.3.5 Idealan gas u vanjskom polju sile

Zamislimo vertikalni stub, £ija je povr²ina osnovice S i u kojem se nalazi idealan
gas kao na slici 1.11. Neka na sve £estice gasa djeluju vanjske sile istog smjera
(neka je to smjer z-ose). Zbog djelovanja tih sila, koncentracija £estica u stubu
ne¢e biti ravnomjerna, ve¢ ¢e biti funkcija visine z. Neka je c0 koncentracija
£estica na nultom nivou z = 0. Posmatrajmo sad jedan dio zapremine tog stuba
debljine dz, koji se nalazi izme�u visina z i z + dz. Zapremina tog dijela stuba
je V = Sdz, a koncentracija £estica u toj zapramini je:

c =
N

V
=

N

Sdz
. (1.76)

Treba napomenuti da su koncentacije c i c0 samo u prosjeku konstante na datoj
visini, jer se £estice stalno spu²taju i podiºu (usljed haoti£nog kretanja), tako
da se broj £estica u jedinici zapremine stalno mijenja (�uktuira). Neka je F (z)
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sila koja djeluje na jednu £esticu gasa na visini z. Tada je pritisak koji £estice
iz pomenute zapremine V vr²e na povr²inu S jednak

dp = N
F (z)

S
. (1.77)

Ukoliko gornji izraz pomonoºimo s dz
dz dobijamo:

dp = N
F (z)

S

dz

dz
= cF (z)dz. (1.78)

Ako je polje sila F (z) potencijalno tada vrijedi da je sila jednaka gradijentu
potencijalne energije

F (z) = −gradEp, (1.79)

²to u na²em slu£aju zna£i

F (z) = −dEp
dz

, (1.80)

jer se grad = ∂
dx + ∂

dy + ∂
dz svodi na ∂

dz zbog tog ²to sila djeluje samo u pravcu
z-ose. Uvr²tavanjem gornjeg izraza u (1.78) dobijamo

dp = −cdEp. (1.81)

Ukoliko pritisak izrazimo preko jedna£ine stanja idealnog gasa izraºene preko
koncentacije £estica gasa p = ckT i ukoliko smatramo da je temperatura gasa
na svim visinama ista, onda je:

dp = d(ckT ),

−cdEp = kTdc,

dc

c
= −dEp

kT
, (1.82)

²to nakon integracije daje

ln c = −Ep
kT

+ lnC. (1.83)

Konstanta integracije C se odre�uje iz po£etnog uslova, tj. da je na nultom
nivou (z = 0) c = c0, a tada je Ep = 0, ²to zna£i da je ln c0 = lnC, te dobijamo
formulu, koja povezuje promjenu gustine s potencijalnom energijom njegovih
£estica i koja se naziva Bolcmanova formula

c = c0e
−EpkT . (1.84)

Njen gra�£ki prikaz, za dvije razli£ite temperature, dat je na slici 1.12.
Ako uzmemo u razmatranje specijalni slu£aj npr. polje Zemljine teºe, po-

tencijalna energija £estica na nekoj visini z je Ep = mgz pa jedna£ina (1.84)
prelazi u Laplas-Bolcmanovu formulu za raspodjelu £estica gasa s visinom
u polju Zemljine teºe

c = c0e
−mgzkT . (1.85)

Sli£no kao i raspodjela molekula po brzinama i ova raspodjela je statisti£ki zakon
te vaºi sve dok je broj £estica veoma velik.
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Slika 1.12. Gra�k zavisnosti koncentracije gasa od potencijalne energije £estica
gasa u nekom vanjskom polju za dvije razli£ite temperature.

Slika 1.13. Gra�k zavisnosti pritiska gasa od visine z, u polju Zemljine teºe,
prema barometarskoj formuli.

S obzirom da je koncentracija £estica direktno proporcionalna pritisku p =
ckT , jedna£ina (1.85) se moºe napisati preko pritiska gasa kao

p = p0e
−mgzkT , (1.86)

²to se naziva barometarska formula. Njen gra�£ki prikaz dat je na slici 1.13
sa koje se vidi da pritisak opada s pove¢anjem visine. Barometarska formula
omogu¢ava da se izra£una atmosferski pritisak na visini z, odnosno da se odredi
visina ukoliko je poznat pritisak. Na principu barometarske formule se zasniva
rad visinomjera ili altimetra.

Dakle, kad ne bi bilo termi£kog kretanja £estica vazduha, one bi pod djelova-
njem sile teºe pale na Zemlju, formiraju¢i tanak sloj vazduha oko nje. U suprot-
nom, kad ne bi bilo sile Zemljine teºe, £estice vazdu²nog omota£a bi se usljed
haoti£nog kretanja raspr²ile svud po svemiru. Postojanje vazdu²nog omota£a
oko Zemlje je uslovljeno istovremenim postojanjem termi£kog kretanja molekula
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i gravitacione sile Zemlje, ²to kao posljedicu daje ta£no de�nisanu raspodjelu
koncentracije molekula po visini u atmosferi, tj. promjenu pritiska s udaljeno²¢u
od Zemlje.

1.4 Transportne pojave u gasovima

Procesi koji nastaju usljed haoti£nog kretanja £estica gasa, prilikom kojeg one
prenose masu, energiju i impuls iz jedne ta£ke prostora u drugu nazivaju se
transportne pojave (fenomeni). Te pojave, u zavisnosti od veli£ine koja se
prenosi (transportuje) i uzro£nika koji dovodi do njenog prenosa, se dijele na:

1. unutra²nje trenje (viskoznost) − transport impulsa − uzrok je posto-
janje gradijenta brzine izme�u slojeva gasa;

2. difuzija − transport mase − uzrok je postojanje gradijenta koncentracije
£estica;

3. toplotna provodljivost − transport energije − uzok je postojanje gra-
dijenta temperature.

Ovdje ¢emo objasniti transport mase i energije, ali prije toga je potrebno de�ni-
sati srednji slobodni put £estica gasa, λ. To je put koji £estica pre�e izme�u
dva uzastopna sudara. Jednak je koli£niku udaljenosti, koju pre�e £estica u
nekom vremenskom intervalu ∆t, kre¢u¢i se nekom srednjom brzinom v i broja
sudara N , koji se dogode u istom vremenskom intervalu

λ =
v∆t

N
. (1.87)

U vremenskom intervalu ∆t £estica se sudara s onim £esticama, koje se nalaze u
cilindru duºine v∆t i efektivnog popre£nog presjeka σ = πd2, gdje je d efektivni
dijametar £estice. Broj sudara jednak je broju £estica u pomenutom cilindru
N = V c = v∆tπd2c (c je koncentracija £estica u tom cilindru). Me�utim,
uzimaju¢i u obzir da se sve £estice kre¢u, jedne u odnosu na druge, u prora£unu
duºine cilindra ipak moramo uzeti u obzir srednju relativnu brzinu njihovog
kretanja

−→v rel = −→v 1 −−→v 2,

odnosno njen intenzitet

v2rel = v21 + v22 − 2v1v2 cosα. (1.88)

S obzirom da se uzimaju srednje vrijednosti, moºemo izjedna£iti brzine v1 =
v2 = v. Ugao α je ugao izme�u brzina ~v1 i ~v2 i on moºe da poprima vrijednosti od
0 do 180◦, ²to zna£i da je njegova srednja vrijednost 90◦, te je srednja relativna
brzina:

v2rel = v2 + v2 − 2v2 cos 90◦,

vrel =
√

2v. (1.89)

Dakle broj sudara u nekom vremenskom intervalu ¢e biti

N =
√

2v∆tπd2c, (1.90)

odnosno srednji slobodni put

λ =
1√

2πd2c
. (1.91)
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1.4.1 Difuzija - transport mase

Transportna pojava, koja opisuje prenos mase supstance s jednog mjesta na
drugo, kao posljedica postojanja gradijenta koncentracije, naziva se difuzija.
Ako se u nekoj posudi s pregradom nalaze dva gasa na razli£itom pritisku,
nakon uklanjanja pregrade gasovi ¢e se me�usobno pomije²ati, tako da ¢e smjesa
postati homogena, a pritisak ¢e biti isti u svakom dijelu posude. Dakle, do²lo
je do mije²anja gasova prelaskom £estica s jednog mjesta na drugo, pri £emu
je prenesena (transportovana) odre�ena masa gasa kretanjem £estica. To je
pomenuti proces difuzije.

Koli£ina difundovanog gasa dm kroz neku povr²inu S proporcionalna je toj
povr²ini, vremenu za koje se difuzija vr²i dt i razlici koncentracija £estica dc u
dvije te£ke s obje strane te povr²ine, a obrnuto proporcionalna rastojanju izme�u
te dvije ta£ke dx, ²to predstavlja Fikov zakon difuzije (njema£ki �zi£ar Adolf
Eugen Fick)

dm = D · S · dt · dc
dx
. (1.92)

Konstanta D naziva se koe�cijent difuzije i zavisi od srednjeg slobodnog puta
£estica

D =
1

3
vλ, (1.93)

a £lan dc
dx naziva se gradijent koncentracije na rastojanju dx.

1.4.2 Toplotna provodljivost - transport energije

Ukoliko u nekoj sredini, duº nekog pravca, postoji gradijent temperature, onda
duº tog pravca postoji toplotni tok, £ija se veli£ina odre�uje kao

q = −χdT
dx
S, (1.94)

gdje je q = Q/t toplotni tok i predstavlja koli£inu toplote koja u jedinici
vremena pro�e kroz povr²inu S, koja je okomita na pravac prenosa toplote tj.
okomita na x-osu, dT/dx je gradijent temperature. Koe�cijent χ se naziva ko-
e�cijent toplotne provodljivosti i zavisi od srednjeg slobodnog puta £estica

χ =
1

3
cvλk

j

2
(1.95)

(c je koncentracija £estica, j je broj stepeni slobode, k je Bolcmanova konstanta).
Znak “−′′ u relaciji (1.94) ukazuje na £injenicu da se toplota prenosi u smjeru
opadanja temperature. Iz gornje relacije slijedi da je koli£ina toplote koja u
nekom vremenu pro�e kroz neku povr²inu S

Q = −χdT
dx
St, (1.96)

²to predstavlja Furijeov zakon (francuski �zi£ar Jean-Baptiste Joseph Fo-
urier).

Postoje tri na£ina prenosa toplote:

1. provo�enje (kondukcija),
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Slika 1.14. Provo�enje toplote kroz ravan ²tap, £iji su krajevi spojeni na
toplotne rezervoare stalnih temperatura T1 i T2 takvih da je T1 > T2. Toplota

Q se prenosi u smjeru opadanja temperature.

2. strujanje (konvekcija),

3. zra£enje (radijacija).

Kondukcija se de²ava u tijelima bez njihovog kretanja, pri £emu se kineti£ka
energija njegovih £estica, usljed me�usobnih sudara, prenosi s £estice na £esticu.
Na taj na£in se javlja protok toplote kroz tijelo, od mjesta vi²e temperature do
mjesta niºe temperature. Konvekcija se moºe opisati ve¢ navedenim Furijeovim
zakonom

Q = −χdT
dx
St, (1.97)

pri £emu je uzeto da se prenos toplote odvija samo u smjeru x-ose.
Posmatrajmo sada provo�enje toplote kroz ravan ²tap, £iji se krajevi nalaze

izme�u dva toplotna rezervoara, stalnih temperatura T1 i T2 kao na slici 1.14,
toplotni tok kroz popre£ni presjek ²tapa S je

q = −χdT
dx
S. (1.98)

Nakon razdvajanja varijabli i integriranja, a pri £emu se uzima u obzir da je
povr²ina S nezavisna od varijable x (tj. ista je na svakom mjestu na ²tapu) za
toplotni tok dobivamo:

qdx = −χSdT

q

∫ x2

x1

dx = −χS
∫ T2

T1

dT,

q(x2 − x1) = −χS(T2 − T1),

q = −χT2 − T1
L

S, (1.99)

gdje je L = x2 − x1 duºina ²tapa.
Sada ¢emo razmotriti slu£aj kad se toplota prenosi kroz sistem od dva (ili

vi²e) paralelnih slojeva prikazan na slici 1.15. Pri tome ¢emo smatrati da je
toplotni tok stacionaran, tj. da je q = const.. Neka su koe�cijenti toplotnih
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Slika 1.15. Provo�enje toplote kroz vi²e slojeva, razli£itih koe�cijenta toplotne
provodljivosti.

provodljivosti tih slojeva χ1 i χ2, a njihove debljine d1 i d2. Na krajevima prvog
sloja temperature su T1 i Tx, a drugog Tx i T2. Toplotni tok kroz svaki sloj je
prema jedna£ini (1.99)

q1 = −χ1
Tx − T1
d1

S i q2 = −χ2
T2 − Tx
d2

S. (1.100)

S obzirom da je tok stacionaran onda je q1 = q2 = q odakle slijedi da je tempe-
ratura na mjestu dodira tih slojeva:

χ1
Tx − T1
d1

= χ2
T2 − Tx
d2

,

Tx =

χ1

d1
T1 + χ2

d2
T2

χ1

d1
+ χ2

d2

. (1.101)

Kad gornju relaciju uvrstimo u bilo koju od jedna£ina (1.100) dobivamo

q =
T1 − T2
d1
χ1

+ d2
χ2

S, (1.102)

na osnovu £ega moºemo izvesti op²ti zaklju£ak da je stacionarni toplotni tok
kroz n slojeva jednak

q =
T1 − T2
n∑
i=1

di
χi

S, (1.103)
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Slika 1.16. Provo�enje toplote kroz sloj cilindri£nog oblika (cijev).

gdje su temperature T1 i T2 temperature na spolja²njim stranama krajnjih slo-
jeva.

Protok toplote tako�er zavisi i od oblika povr²ina kroz koje se prenosi to-
plota. U gornjem primjeru razmatrali smo toplotni tok kroz ravne povr²ine, pri
£emu toplota uvijek prolazi kroz istu povr²inu S. Me�utim, kad su povr²ine
na primjer cilindri£ne, prora£un toplotnog toka ¢e biti ne²to druga£iji. Neka se
opet radi o stacionarnom toku, ali kroz cilindri£nu povr²inu kao na slici 1.16.
Povr²ina popre£nog presjeka cilindra je S = 2πrL, gdje je L duºina cilindra, a
r polupre£nik cilindra £ija vrijednost se kre¢e od a (unutra²nji polupre£nik) do
b (vanjski polupre£nik). Toplotni tok ¢e prema Fourierovom zakonu biti:

q = −χdT
dr
S = −χdT

dr
2πrL, (1.104)

pri £emu trebamo voditi ra£una da se povr²ina S, kroz koju prolazi toplota,
se mijenja idu¢i od unutra²nje ka vanjskoj povr²ini cilindra (tj. zavisi od r).
Razdvajanjem varijabli i integriranjem dobivamo:

q
dr

r
= −χ2πLdT,

q

∫ b

a

dr

r
= −χ2πL

∫ T1

T2

dT,

q(ln b− ln a) = −χ2πL(T1 − T2),

q =
χ2πL(T2 − T1)

ln b
a

. (1.105)

Konvekcija ili strujanje je na£in preno²enja toplote putem kretanja ma-
terijala, naj£e²¢e nekog �uida, tako ²to se £estice prenose sa jednog mjesta na
drugo, a s njima i toplota. Toplotni tok pri konvekciji je tako�er rezultat gra-
dijenta temperature i de�ni²e se kao

q = αSdT, (1.106)

39



gdje je α koe�cijent konvekcije. Gornja relacija se £e²¢e zapisuje u obliku sli£nom
toplotnom toku pri kondukciji

q =
∆T
1
α

S. (1.107)

Neki od primjera prenosa toplote konvekcijom su centralno grijanje, morske
struje, vjetrovi i sl.

Zra£enje je oblik prenosa toplote, pri kojem se toplota prenosi posredstvom
elektromagnetnih talasa. Toplota prvo prelazi u energiju zra£enja, koja se br-
zinom svjetlosti prenosi do tijela u kojem se ona apsorbuje, te ponovo prelazi
u toplotnu energiju. Za prenos toplote zra£enjem nije potrebna nikakva sups-
tanca, jer elektromagnetni talasi prolaze i kroz vakuum. O zra£enju ¢e biti vi²e
govora kasnije.

1.5 Zakoni termodinamike

1.5.1 Prvi zakon termodinamike

U poglavlju 1.1.6 objasnili smo ²ta je unutra²nja energija nekog gasa. Za idealan
gas ona je jednaka sumi kineti£kih energija njegovih £estica. Dakle, unutra²nja
energija jednog mola gasa moºe se izraziti kao proizvod Avogardovog broja i
srednje kineti£ke energije jedne £estice

Um = NAEk. (1.108)

Unutra²nja energija proizvoljnog broja molova (prozvoljne mase) gasa je onda:

U = nUm =
m

M
Um, (1.109)

gdje je m masa gasa, a M njegova molarna masa. Pomo¢u jedna£ine o ek-
viparticiji energije (1.12) moºemo sada da izrazimo unutra²nju energiju preko
temperature gasa kao:

U =
m

M

j

2
NAkT =

m

M

j

2
RT. (1.110)

Unutra²nja energija gasa se moºe mijenjati vr²enjem rada nad gasom i to-
plotnim kontaktom tijela s okolinom druga£ije temperature

∆U = A′ +Q, (1.111)

pri £emu je ∆U = U2 − U1 razlika krajnje i po£etne vrijednosti unutra²nje
energije. Naj£e²¢e se umjesto rada, koji izvr²e vanjske sile nad gasom (A′),
uzima u obzir rad koji izvr²i gas protiv vanjskih sila A = −A′, te gornja relacija
postaje

∆U = Q−A, (1.112)

odnosno
Q = A+ ∆U. (1.113)

Jedna£ina 1.113 predstavlja prvi zakon termodinamike koji glasi: koli£ina
toplote koja se dovodi gasu tro²i se na promjenu njegove unutra²nje energije i
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na vr²enje mehani£kog rada protiv vanjskih sila. Ovaj zakon je zapravo zakon
odrºanja energije, koji kaºe da se energija ne moºe uni²titi niti stvoriti iz ni£ega,
nego da moºe samo prelaziti iz jednog oblika u drugi. To zna£i da je nemogu¢e
napraviti ma²inu koja bi vr²ila rad bez vanjskog izvora energije tj. perpetuum
mobile (vje£iti motor) prve vrste. Treba napomenuti da prvi zakon termodina-
mike daje vezu izme�u toplote, rada i promjene unutra²nje energije sistema, ali
ne odre�uje smjer toka tih procesa. To odre�uje drugi zakon termodinamike o
kojem ¢emo kasnije govoriti.

Kad ºelimo izra£unati koli£inu toplote koju je gas primio, obi£no se posma-
trani proces razlaºe na niz elementarnih procesa, koji odgovaraju maloj promjeni
parametara stanja sistema, te ¢e u tom slu£aju prvi zakon termodinamike glasiti

δQ = δA+ dU. (1.114)

Vaºno je napomenuti da δQ i δA nisu pravi diferencijali, tj. ne mogu se razma-
trati kao prira²taji veli£ina Q i A, odnosno ne mogu se dobiti kao razlika krajnje
i po£etne vrijednosti. Dakle, Q i A nisu funkcije stanja ve¢ funkcije procesa.
Drugim rije£ima nisu parametri stanja sistema ve¢ zavise od na£ina na koji je
gas do²ao iz jednog stanja u drugo. Integriranjem relacije (1.114) dobivamo

Q = A+ (U2 − U1), (1.115)

²to je identi£no relaciji (1.113), pri £emu ne vaºi da je
∫ 2

1
δA = A2 −A1.

1.5.2 Rad idelanog gasa

Da bismo prona²li na£in kako odrediti rad koji izvr²i neki gas, posmatrajmo
cilindar u kojem se nalazi idealan gas (slika 1.17). Poklopac cilindra je pokretni
klip, koji se moºe pomjerati usljed ²irenja gasa. Klip je priljubljen uz zidove
cilindra tako da moºe da klizi bez trenja. Kad gasu dovodimo toplotu gas se
²iri i pomjera klip za neku duºinu dh, vr²e¢i pri tome elementarni rad

δA = Fdh. (1.116)

Kad silu izrazimo preko pritiska gasa kao F = pS, gdje je S povr²ina klipa,
dobivamo

δA = pSdh. (1.117)

Sa slike 1.17 se vidi da je proizvod Sdh = dV predstavlja zapreminu za koju se
pove¢a zapremina gasa (tj. prira²taj zapremine gasa). Ukupan rad za kona£nu
promjenu zapremine gasa je:

A =

∫ 2

1

δA =

∫ 2

1

pdV, (1.118)

tj. jednak je povr²ini ispod krive zavisnosti pritiska od zapremine (slika 1.18).
Me�utim, da bismo izra£unali ovaj integral obavezno moramo znati funkciju
zavisnosti pritiska od zapremine u datom procesu, p = p(V )

A =

∫ 2

1

p(V )dV. (1.119)
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Slika 1.17. U cilindri£noj posudi s pokretnim klipom nalazi se idealan gas,
kojem se dovodi toplota Q. Gas se, usljed zagrijavanja, ²iri i pomjera klip za

duºinu dh, pri £emu se njegova zapremina pove¢a za dV .

Slika 1.18. Povr²ina ispod gra�ka funkcije p(V ) predstavlja rad koji je izvr²io
gas pri promjeni zapremine od V1 do V2. Da bi bilo mogu¢e izra£unati taj rad

potrebno je poznavati oblik funkcije p(V ).
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Dobivena jedna£ina vrijedi za bilo koju promjenu zapremine £vrstih tijela, te£-
nosti i gasova.

Uzmimo sada za primjer rad koji izvr²i gas pri izo procesima. Zavisnost
pritiska od zapremine se moºe dobiti iz jedna£ine stanja idealnog gasa kao
p(V ) = n

V RT . Ukoliko je proces izobarni, p(V ) = const, te je rad koji izvr²i
gas:

A =

∫ 2

1

pdV = p

∫ 2

1

dV (1.120)

²to nakon integracije daje:

A = p(V2 − V1) = p∆V. (1.121)

Za izotermni proces (T = const) rad ¢e biti:

A =

∫ 2

1

pdV =

∫ 2

1

n

V
RTdV, (1.122)

A = nRT

∫ 2

1

dV

V
, (1.123)

A = nRT (lnV2 − lnV1), (1.124)

A = nRTln
V2
V1
. (1.125)

Pri izohornom procesu nema promjene zapremine tj. dV = 0, te nema ni vr²enja
rada (A = 0).

Iz gornjih izraza za rad, vidimo da je rad pozitivan ukoliko je do²lo do ²irenja
(ekspanzije) gasa, a negativan pri kompresiji gasa. Dogovoreno je da je rad koji
izvr²i gas pozitivan, a rad koji izvr²i okolina nad gasom negativan.

1.5.3 Speci�£ni toplotni kapacitet idealnog gasa

U poglavlju 1.1.7 naveli smo de�nicije speci�£ne toplote i toplotnog kapaciteta.
Rekli smo da je toplotni kapacitet nekog tijela veli£ina koja je brojno jednaka
koli£ini toplote koju treba predati tom tijelu da bi mu se temperatura pove¢ala
za jedan stepen. Speci�£ni toplotni kapacitet neke supstance je veli£ina koja je
brojno jednaka koli£ini toplote koju treba predati jedinici mase te supstance da
bi joj se temperatura pove¢ala za jedan stepen.

Speci�£na toplota zavisi od na£ina na koji se gas zagrijava. Ako se zagri-
javanje vr²i pri konstantnoj zapremini, gas ne vr²i nikakav mehani£ki rad, ve¢
se dovedena koli£ina toplote, prema prvom zakonu termodinamike, utro²i na
promjenu njegove unutra²nje energije

δQ = dU. (1.126)

S obzirom da se koli£ina toplote moºe izraziti preko speci�£nog toplotnog kapa-
citeta kao

δQ = mcdT, (1.127)

u slu£aju izohornog zagrijavanja dovedena koli£ina toplote je jednaka

δQ = mcV dT, (1.128)
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gdje je cV speci�£ni toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini. Iz
gornjih relacija moºemo izvesti de�niciju za cV

cV =
1

m

dU

dT
. (1.129)

Uzimaju¢i u obzir relaciju (1.110) cV moºemo izraziti preko broja stepeni slo-
bode kao

cV =
j

2

R

M
. (1.130)

Ukoliko se zagrijavanje gasa vr²i pri konstantnom pritisku onda je dovedena
koli£ina toplote prema prvom zakonu termodinamike

δQ = δA+ dU,

a pri takvom procesu izvr²eni rad je dat jedna£inom (1.121) ²to daje:

δQ = pdV + dU = d(pV ) + dU,

δQ = d(pV + U).

Veli£ina na desnoj strani jednakosti H = pV +U , zavisi samo od stanja sistema
i naziva se entalpija, H, te moºemo re¢i da je dovedena koli£ina toplote pri
stalnom pritisku jednaka promjeni entalpije gasa

δQ = dH. (1.131)

Entalpija se tako�er moºe izraziti preko broja stepeni slobode kao:

H = U + pV =
m

M

j

2
RT +

m

M
RT,

H =
j + 2

2

m

M
RT. (1.132)

Ukoliko sada dovedenu koli£inu toplote pri stalnom pritisku izrazimo kao

δQ = mcpdT, (1.133)

moºemo de�nisati veli£inu cp koja predstavlja speci�£ni toplotni kapacitet
pri stalnom pritisku i dobiva se kao

cp =
1

m

dH

dT
. (1.134)

Speci�£ni toplotni kapacitet pri stalnom pritisku izraºen preko broja stepeni
slobode iznosi

cp =
j + 2

2

R

M
. (1.135)

Povezuju¢i jedna£ine (1.130) i (1.135) dobiva se veza ime�u speci�£nih toplotnih
kapaciteta pri stalnoj zapremini i pritisku koja se naziva Majerova (njema£ki
�zi£ar Julius Robert von Mayer) relacija

cp − cV =
R

M
. (1.136)

Koli£nik cp/cV naziva se adijabatska konstanta (eksponent) i jednaka
je

κ =
cp
cV

=
j + 2

j
. (1.137)
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1.5.4 Adijabatski proces

Adijabatski proces je proces koji se odvija bez razmjene toplote s okolinom tj.
δQ = 0. Da bi to bilo mogu¢e, oko gasa mora postojati omota£, koji uop²te ne
propu²ta toplotu. Takav omota£ se naziva adijabatski, a promjena stanja gasa
unutar takvog omota£a ¢e biti adijabatska. Prema prvom zakonu termodinamike
slijedi da je:

δQ = 0 = dU + δA,

²to nakon uvr²tavanja izraza za rad i promjenu unutra²nje energije daje:

mcV dT + pdV = 0,

mcV dT +
m

M

RT

V
dV = 0,

pri £emu smo pritisak izrazili iz jedna£ine stanja idealnog gasa. Kad sad gornju
relaciju podijelimo s mT i integriramo dobivamo:∫

cV
dT

T
+

∫
R

M

dV

V
= 0,

cV lnT +
R

M
lnV − lnC = 0, C = const.,

cV lnT +
R

M
lnV = lnC,

lnT cV + lnV R/M = lnC,

ln
(
T cV V R/M

)
= lnC,

C = T cV V R/M . (1.138)

Koli£nik R
M moºe se izraziti preko adijabatske konstante koriste¢i Majerovu

relaciju kao:
R

M
= cp − cv,

R

M
= cV

(
cp
cv
− 1

)
,

R

M
= cV (κ − 1) , (1.139)

te integraciona konstanta C postaje

C = T cV V cV (κ−1). (1.140)

Nakon ²to gornji izraz stepenujemo s 1/cV i uzmemo u obzir da je C konstantna
veli£ina, dobivamo kona£nu jedna£inu koja opisuje adijabatski proces:

C1/cV = TV κ−1,

TV κ−1 = const.. (1.141)

Posljednja jedna£ina je jedna£ina adijabate idealnog gasa. Koriste¢i jedna£inu
stanja, jedna£ina adijabate se tako�er moºe napisati u obliku

Tp
1−κ
κ = const. (1.142)
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odnosno kao

pV κ = const. (1.143)

Ako posljednju jedna£inu, koja se naziva Poasonova jedna£ina (francuski
matemati£ar, inºenjer i �zi£ar Siméon Denis Poisson), uporedimo s jedna£inom
izoterme pV = const moºemo zaklju£iti da je adijabata strmija od izoterme.
To moºemo dokazati odre�ivanjem nagiba ove dvije krive, tj. odre�ivanjem
dp/dV u istoj ta£ki (p, V ). To ¢emo posti¢i diferenciranjem jedna£ina adijabate
i izoterme. Za adijabatu vrijedi da je:

pκV κ−1dV + V κdp = 0,

dp

dV
= −κ p

V
, (1.144)

a za izotermu

pdV + V dp = 0,

dp

dV
= − p

V
. (1.145)

Dakle, nagib adijabate je κ puta ve¢i od nagiba izoterme, a njihovi uporedni
gra�£ki prikazi dati su na slici 1.19.

Rad koji se izvr²i pri adijabatskom procesu moºemo izra£unati na osnovu
£injenice da nema razmjene toplote s okolinom tj.

δA = −dU,

odnosno

pdV = −mcV dT,

nakon integriranja od stanja 1 do stanja 2 dobivamo:

A12 = mcV (T1 − T2) = mcV T1

(
1− T2

T1

)
.

Kad temperaturu T1 izrazimo iz jedna£ine stanja kao T1 = MpV
mR , a odnos tem-

peratura T2/T1 iz jedna£ine (1.142) izraz za rad postaje

A12 =
p1V1
κ − 1

1−
(
p2
p1

)κ−1
κ

 , (1.146)

ili izraºeno preko odnosa zapremina iz jedna£ine (1.143)

A12 =
p1V1
κ − 1

[
1−

(
V1
V2

)κ−1
]
. (1.147)
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Slika 1.19. Gra�£ki prikaz zavisnosti pritiska od zapremine pri adijabatskom i
izotermnom procesu. Tangens nagibnog ugla adijabate je κ puta ve¢i od

tangensa nagibnog ugla izoterme, posmatrano u istoj ta£ki (p,V).

1.5.5 Politropski proces

Svi procesi, koje smo do sada razmatrali su specijalni slu£ajevi politropskog
procesa. Politropski procesi su svi procesi koji se odvijaju uz konstantan toplotni
kapacitet. Jedna£inu, koja opisuje politropski proces, moºemo dobiti iz prvog
zakona termodinamike:

δQ = dU + δA,

mcdT = mcV dT + pdV,

mcdT = mcV dT +
mRT

MV
dV.

Nakon razdvajanja promjenjivih i primjene Majerove relacije slijedi da je

dT

T
=
cp − cV
c− cV

dV

V
,

odnosno
dT

T
= (1− η)

dV

V
,

dT

T
+ (η − 1)

dV

V
= 0,

pri £emu je η =
cp−c
cV −c politropski eksponent i moºe imati vrijednosti od −∞

do +∞. Nakon integracije slijedi da je:

lnT + (η − 1) lnV = ln const.,
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TV η−1 = const., (1.148)

odnosno
pV η = const.. (1.149)

Posljednje dvije jedna£ine su jedna£ine politropskog procesa.
Dokaºimo sada da su svi do sada pomenuti procesi specijalni slu£ajevi poli-

tropskog procesa:

• za izotermni proces vrijedi da je c = ±∞ ,pa politropski eksponent postaje
η = 1, te jedna£ina politropskog procesa (1.149) prelazi u pV = const. ²to
predstavlja Bojl-Mariotov zakon za izotermni proces;

• za izobarni proces je c = cp, pa politropski eksponent i²£ezava (η = 0), a
jedna£ina (1.148) prelazi u V

T = const. ²to predstavlja Gej-Lisakov zakon;

• za izohorni proces je c = cV , ²to zna£i da je politropski eksponent η = ±∞,
pa iz jedna£ina (1.149) i (1.148) slijedi da je p

T = const. ²to predstavlja
�arlov zakon;

• za adijabatski proces je c = 0, pa politropski eksponent prelazi u adija-
batski η = κ te jedna£ina (1.149) prelazi u pV κ = const. ²to je jedna£ina
adijabatskog procesa.

1.5.6 Drugi zakon termodinamike

Ve¢ smo ranije pomenuli da su termodinami£ki procesi zapravo prelaz sistema iz
jednog stanja u drugo, ²to se ogleda u promjeni parametara stanja. Ukoliko se
parametri stanja ne mijenjaju u toku vremena, sistem se nalazi u stacionarnom
stanju. Poseban slu£aj stacionarnog stanja je ravnoteºno stanje. To je stanje
koje se ne mijenja tokom vremena, pri £emu je sistem prepu²ten sam sebi. Proces
koji se sastoji od neprekidnog niza ravnoteºnih stanja naziva se ravnoteºni
proces.

Neka neki sistem do�e iz stanja 1 u stanje 2 prolaze¢i kroz niz razli£itih
stanja. Ukoliko je mogu¢e izvesti proces u obrnutom smjeru tj. od 2 do 1, tako
da sistem pro�e kroz ista stanja kao i u prvom slu£aju, takav proces nazivamo
povratni ili reverzibilni. U suprotnom, proces je nepovratan ili ireverzi-
bilan. Realno gledano, svi toplotni procesi su ireverzibilni, me�utim ponekad
stepen nepovratnosti moºe da bude toliko mali da se moºe aproksimirati rever-
zibilnim procesom.

Ukoliko je neki proces ireverzibilan, to ne zna£i da se sistem ne moºe vratiti
u po£etno stanje. Proces u kojem se sistem nakon niza razli£itih stanja vra¢a
u po£etno stanje naziva se kruºni proces (ciklus). Nakon zavr²enog ciklusa
sistem se vra¢a u po£etno stanje, ²to zna£i da svaka veli£ina koja je funkcija
stanja (npr. unutra²nja energija) ima istu vrijednost na po£etku i na kraju cik-
lusa. Me�utim, op¢enito pri kruºnom procesu rad nije jednak nuli.

Toplotna ma²ina

Sistem koji pretvara toplotnu energiju u mehani£ku, koja moºe biti iskori-
²tena za vr²enje mahani£kog rada, naziva se toplotna ma²ina. Ona se sastoji
od toplog i hladnog rezervoara i radnog tijela. Toplotni rezervoari su
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termodinami£ki sistemi £iji je toplotni kapacitet toliko velik, da temperatura re-
zervoara ostaje ista kad mu se dovodi ili odvodi mala koli£ina toplote. Radno
tijelo je supstanca (naj£e²¢e gas) koja se podvrgava raznim procesima koji uz-
rokuju njeno ²irenje i sabijanje.

Da bismo razumjeli kako radi toplotna ma²ina zamislimo cilindar s pokret-
nim klipom u kojem se nalazi gas (radno tijelo). Gas apsorbuje toplotu iz
toplog rezervoara te ²ire¢i se adijabatski, vr²i rad protiv vanjskih sila, tj. dolazi
do pretvaranja unutra²nje energije u mehani£ku. To pretvaranje prestaje kad se
prekine ²irenje gasa. S obzirom da su dimenzije cilindra kona£ne, ²irenje gasa
ne moºe biti neograni£eno. Da bi ponovo do²lo do ²irenja gasa, tj. do ponovnog
vr²enja rada, potrebno je gas sabiti tako ²to dovedemo i klip i gas u po£etno
stanje. To sabijanje mora da se odvija pri manjem pritisku od onog na kojem
se odvijalo ²irenje, jer ukoliko bi se sabijanje odvijalo pri istom pritisku, rad
vanjskih sila bi bio jednak radu pri ²irenju, te bi ukupan rad bio jednak nuli
(δA = pdV ). Dakle, da bi rad u jednom ciklusu bio razli£it od nule potrebno je
da se radno tijelo (gas) sabija na niºem pritisku, a to je mogu¢e samo ako mu je
temperatura niºa. To zna£i da prije sabijanja radno tijelo mora do¢i u kontakt
s hladnim rezervoarom da bi mu predao odre�enu koli£inu toplote.

Na osnovu gore navedenog, moºemo toplotnu ma²inu predstaviti ²ematski
kao na slici 1.20. Zajedni£ke karakteristike svih toplotnih ma²ina su:

• rad u ciklusima (periodi£no se vra¢a u po£etno stanje),

• radno tijelo, kroz niz procesa, dobiva toplotu Q1 od toplog rezervoara koji
je na visokoj temperaturi T1,

• kroz niz procesa, manja koli£ina toplote Q2 se predaje rezervoaru niºe
temperature T2.

Q1 je koli£ina toplote koja se dovodi iz okoline. Da bi ma²ina radila u
ciklusima, jedan dio te toplote se mora vratiti u okolinu (Q2), tj. ne
moºe se utro²iti na koristan rad. Razlika izme�u dovedene i odvedene koli£ine
toplote jednaka je korisnom radu koji izvr²i ma²ina u jednom ciklusu:

A = Q1 − |Q2| , (1.150)

pri £emu je Q2 < 0. Odnos korisnog rada u toku jednog ciklusa i dovedene
koli£ine toplote u toku tog ciklusa naziva se koe�cijent korisnog dejstva
toplotne ma²ine (koe�cijent iskori²tenja):

η =
A

Q1
, (1.151)

η = 1− |Q2|
Q1

. (1.152)

Dakle, koe�cijent korisnog dejstva je uvijek manji od jedan. Da bi bilo η = 1,
potrebno je da je Q2 = 0, tj. da ma²ina radi samo s jednim izvorom toplote, ²to
je nemogu¢e. To je prvi otkrio francuski nau£nik Sadi Karno (Nicolas Léonard
Sadi Carnot), koji je dokazao da toplotna ma²ina za vr²enje rada mora imati
najmanje dva rezervoara toplote na razli£itim temperaturama.
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Slika 1.20. �ematski prikaz toplotne ma²ine. Topli rezervoar, temeprature T1,
predaje toplotu Q1 radnom tijelu, koje ²ire¢i se vr²i rad A protiv vanjskih sila.
Nakon toga radno tijelo predaje toplotu Q2 hladnom rezervoaru temperature T2

i sabija se, £ime je zavr²en jedan ciklus rada toplotne ma²ine.

Toplotna pumpa

Toplotne pumpe (hladnjaci, ma²ine za hla�enje) prenose toplotu s hladnijeg
na toplije tijelo uz utro²ak rada. Uzmimo za primjer friºider. Hrana u friºi-
deru predstavlja hladni rezervoar, a zrak oko friºidera predstavlja topli rezer-
voar. Elektromotor vr²i rad. U toku ciklusa radno tijelo prima koli£inu toplote
Q2 > 0 od hladnog rezervoara, a koli£inu toplote Q1 predaje toplom rezervo-
aru. Drugim rije£ima, uzima toplotu od hladnijeg tijela i predaje je toplijem.
S obzirom da je Q2 < Q1 (hladni rezervoar je na niºoj temperaturi od toplog)
onda je Q2 −Q1 = −A tj. Q1 = Q2 + A. To zna£i da se bez vr²enja rada
ne moºe oduzeti toplota hladnijem tijelu i predati toplijem. Koli£ina
toplote predata toplom rezervoaru, ve¢a je od koli£ine toplote uzete od hladnog
rezervoara, za veli£inu rada koji je izvr²en nad sistemom. U tom slu£aju koe�-
cijent korisnog dejstva je ve¢i ²to je ve¢a koli£ina odvedene toplote Q2 i ²to je
manji izvr²eni rad pri tom procesu. Dakle, koe�cijent korisnog dejstva toplotne
pumpe se moºe izra£unati kao

K =
Q2

A
=

1

η
− 1, (1.153)

pri £emu je o£ito da K moºe biti i manji i ve¢i od jedan, pa £ak i jednak nuli.

Drugi zakon termodinamike

Sada smo uveli sve potrebne pojmove i eksperimentalne £injenice, koje ¢e nam
pomo¢i da de�ni²emo drugi zakon termodinamike. Postoji vi²e formulacija:

• Kelvin-Plankova: Nemogu¢ je takav proces, koji bi imao kao posljedicu
oduzimanje toplote od jednog jedinog rezervoara uz vr²enje ekvivalentne
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Slika 1.21. Gra�£ki prikaz Karnoovog kruºnog procesa. Procesi 1→ 2 i 3→ 4
su izotermni i de²avaju se na temperaturama T1 odnosno T2, a procesi 2→ 3 i

4→ 1 su adijabatski.

koli£ine rada. Ova formulacija proizilazi iz £injenice da nije mogu¢e na-
praviti toplotnu ma²inu, koja bi u periodi£nom ciklusu svu dovedenu to-
plotu pretvarala u mehani£ki rad. To bi bio perpetuum mobile druge vrste.
(njema£ki �zi£ar Max Karl Ernst Ludwig Planck)

• Klausijusova: Nije mogu¢ proces, koji bi imao za posljedicu samo uzimanje
toplote od jednog rezervoara na niºoj temperaturi i apsorpciju iste koli£ine
toplote na nekoj vi²oj temperaturi. Ova formulacija proizilazi iz zaklju£ka
da toplota ne moºe spontano da prelazi s hladnijeg na toplije tijelo tj. bez
vr²enja rada ne moºe se oduzeti toplota hladnijem tijelu i predati toplijem.
(njema£ki nau£nik Rudolf Julius Emanuel Clausius)

Karnoov kruºni proces

Na osnovu prou£avanja rada toplotnih ma²ina, Karno je zaklju£io je da ¢e
koe�cijent korisnog dejstva biti maksimalan, ako radno tijelo prima i odaje
toplotu na stalnoj temperaturi, a da mu se temperatura mijenja samo u procesu
vr²enja rada. Predloºio je ciklus idealne toplotne ma²ine, koji se sastoji
od dvije izoterme i dvije adijabate prikazane na slici 1.21.

Koe�cijent korisnog dejstva Karnoovog ciklusa je

η = 1− T2
T1
, (1.154)

²to zna£i da e�kasnost ma²ine ne zavisi od radnog tijela ve¢ samo od odnosa
temperatura hladnog i toplog rezervoara. Karno je dokazao da nijedna toplotna
ma²ina ne moºe biti e�kasnija od Karnoove ma²ine za iste temperature toplog
i hladnog rezervoara, ²to se naziva Karnoova teorema. Ona se moºe izraziti
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i na drugi na£in: ako dvije ma²ine rade tako da imaju zajedni£ke toplotne
rezervoare, pri £emu je ciklus jedne ma²ine reverzibilan a druge ireverzibilan,
onda je koe�cijent korisnog dejstva ma²ine koja vr²i reverzibilan proces ve¢i:

ηirev ≤ ηrev. (1.155)

1.5.7 Entropija - tre¢i zakon termodinamike

Da bi bilo mogu¢e matemati£ki izraziti drugi zakon termodinamike potrebno je
uvesti novu veli£inu koja bi bila funkcija stanja sistema (ta veli£ina ne moºe
biti unutra²nja energija sistema jer je konstantna u izolovanim sistemima). Tu
veli£inu prvi je de�nisao Klasius i nazvao ju je entropija. Ona je de�nisana
samo za ravnoteºna stanja.

Upore�uju¢i koe�cijent korisnog dejstva Karnoove ma²ine s de�nicijom ko-
e�cijenta korisnog dejstva toplotne ma²ine, izraºene relacijom (1.152), uo£avamo
da vaºi odnos

|Q2|
Q1

=
T2
T1
,

odnosno
Q1

T1
=
|Q2|
T2

. (1.156)

Odnos koli£ine toplote koju sistem dobije i temperature na kojoj je tu toplotu
dobio naziva se redukovana koli£ina toplote. Gornju relaciju moºemo napi-
sati i kao sumu redukovanih toplota:

Q1

T1
+
Q2

T2
= 0, (1.157)

∑ Qi
Ti

= 0. (1.158)

U slu£aju proizvoljnog reverzibilog ciklusa, znak sume treba zamijeniti integra-
lom po zatvorenoj konturi (obuhvata sva stanja kroz koja je pro²ao sistem u
jednom ciklusu): ∮

dQ

T
= 0 (1.159)

Pretpostavimo sada da je mogu¢ reverzibilni prelaz sistema iz po£etnog stanja
1 u krajnje stanje 2. Neka se taj prelaz vr²i po razli£itim �putanjama� a i b (tj.
preko razli£itih stanja). Moºe se dokazati da je(∫ 2

1

dQ

T

)
a

=

(∫ 2

1

dQ

T

)
b

, (1.160)

²to zna£i da suma redukovanih toplota za reverzibilne prelaze zavisi samo od
po£etnog i krajnjeg stanja sistema, ali ne i od procesa kroz koje je pro²ao sistem.
Dakle, postoji neka funkcija stanja S za koju vaºi da je

S2 − S1 = ∆S ≥
∫ T2

T1

δQ

T
, (1.161)
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pri £emu se uzima znak jednakosti za reverzibilne procese, a znak > za irever-
zibilne procese

∆S =

∫ T2

T1

δQrev
T

, ∆S >

∫ T2

T1

δQirev
T

. (1.162)

Ta funkcija se naziva entropija sistema. Jedna£ina (1.161) predstavlja mate-
mati£ku formulaciju drugog zakona termodinamike. Entropija je aditivna veli-
£ina, tj. entropija sistema jednaka je sumi entropija njegovih pojedinih dijelova.

Ukoliko jedna£inu (1.161) napi²emo u diferencijalnom obliku kao TdS ≥ δQ
i to uvrstimo u prvi zakon termodinamike, δQ = dU +A, dobivamo

TdS ≥ dU +A, (1.163)

²to predstavlja osnovnu jedna£inu koja obuhvata i prvi i drugi zakon termodi-
namike. Ako je sistem toplotno izolovan, onda je ∆S ≥ 0. Zna£i da entro-
pija izolovanog sistema moºe samo da raste (u slu£aju ireverzibilnih
procesa u sistemu) ili da ostaje konstantna (u slu£aju reverzibilnih
procesa u sistemu). Drugim rije£ima u toplotno izolovanim sistemima
entropija ne moºe da opada. Ovo je ujedno i formulacija drugog zakona
termodinamike preko entropije.

Relacijom (1.161) je odre�ena samo razlika entropija. Da bismo odredili
vrijednost entropije u nekom proizvoljnom stanju, koristit ¢emo Nernstovu
teoremu (njema£ki hemi£ar Walther Hermann Nernst), koja glasi: kada ap-
solutna temperatura teºi nuli, entropija proizvoljnog tijela tako�er
teºi nuli

lim
T→0

S = 0. (1.164)

Nernstova teorema se £esto naziva i tre¢i zakon termodinamike prema kojem
je entropija tijela u bilo kojem stanju s temperaturom T jednaka

S =

∫ T

0

δQ

T
. (1.165)
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Poglavlje 2

Optika

Optika je dio �zike koja se bavi prou£avanjem svojstava i zakonitosti nasta-
janja, te ²irenja i �zikalnog djelovanja svjetlosti, kao i konstrukcijom opti£kih
instrumenata. Moºe se podijeliti na fotometriju, geometrijsku i �zi£ku (talasnu)
optiku. Fotometrija je grana optike, koja se bavi mjerenjem svojstava svjetlosti
(svojstava izvora svjetlosti, svjetlosnog toka i osvjetljenja povr²ine). Geometrij-
ska optika opisuje prostiranje svjetlosti, tretiraju¢i je kao svjetlosne zrake £ija se
putanja pokorava zakonima odbijanja i prelamanja na granicama izme�u dvije
sredine. Fizi£ka optika razmatra prostiranje svjetlosti kao prostiranje transver-
zalnog elektromagnetnog (EM) talasa.

Svjetlost ima dualnu prirodu - £esti£nu (korpuskularnu) i talasnu (EM ta-
las). Prostiranje svjetlosti se najbolje moºe objasniti njenom elektromagnetnom
prirodom, a njeno me�udjelovanje s materijom (apsorpcija, emisija) £esti£nom
prirodom.

2.1 Fotometrija

Svjetlosni izvori su tijela koja emituju (zra£e) svjetlost. Mogu biti inkades-
centni (oni koji emituju svjetlost kad su zagrijani - uºarena nit) i luminiscentni
(koji emituju svjetlost i kad nisu zagrijani). Dio �zike koji se bavi prou£ava-
njem karakteristika svjetlosnih izvora i kvantitativnih karakteristika svjetlosnih
pojava naziva se fotometrija. Fotometrijske veli£ine se dijele na objektivne
(�zi£ke) i subjektivne (�ziolo²ke). Objektivne veli£ine ne zavise od spek-
tralnih karakteristika svjetlosti niti od osobina oka i one karakteri²u elektromag-
netno zra£enje. U objektivne veli£ine spadaju energetski �uks, energetska ja£ina
zra£enja (intenzitet zra£enja), ozra£enost (iradijancija), povr²inska gusto¢a zra-
£enja (radijancija) i emitancija. Subjektivne veli£ine su prilago�ene �ziolo²kim
osobinama oka. Ovdje ¢emo se baviti samo subjektivnim veli£inama fotometrije.

1. Svjetlosni �uks, Φ, je snaga svjetlosnog zra£enja, odnosno koli£ina svje-
tlosti koju neki izvor izra£i u jedinici vremena. Jedinica za svjetlosni �uks je
lumen, lm.

2. Intenzitet svjetlosti, I, je brojno jednak svjetlosnom �uksu, koji se
emituje u jedini£ni prostorni ugao. Jedinica za intenzitet (ja£inu) svjetlosti je
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kandela, cd:

I =
dΦ

dΩ
[cd] . (2.1)

Ukoliko je svjetlosni izvor izotropan, tj. ja£ina svjetlosti u svim pravcima je
jednaka, onda je

I =
Φ

Ω
. (2.2)

Prostorni ugao je �zikalna veli£ina, koja opisuje koliki je dio prostora zahva¢en
vrhom kupe (vidi sliku 2.1). De�ni²e se kao odnos dijela povr²ine kugle S,
koju kupa s vrhom u centru kugle, ome�uje na kuglinoj povr²ini i kvadrata
polupre£nika kugle R:

Ω =
S

R2
. (2.3)

Slika 2.1. Prostorni ugao predstavlja odnos dijela povr²ine kugle S, koju kupa,
s vrhom u centru kugle, ome�uje na kuglinoj povr²ini i kvadrata polupre£nika

kugle R.

Jedinica za prostorni ugao je steradijan, sr. To je prostorni ugao, £iji se vrh
nalazi u centru kugle, a na kugli isjeca povr²inu (proizvoljnog oblika) jednaku
kvadratu polupre£nika kugle. Po²to je ukupna povr²ina kugle 4πR2, o£ito je da
je puni prostorni ugao oko neke ta£ke 4πsr. Ukupan svjetlosni �uks za ta£kaste
izotropne izvore je onda jednak:

Φ0 = IΩ0 = I4π. (2.4)

jer ta£kasti izvori emituju svjetlost u svim pravcima, tj. u puni prostorni ugao,
koji je ovdje ozna£en kao Ω0.

3. Osvijetljenost neke povr²ine brojno je jednaka svjetlosnom �uksu koji
prolazi kroz neku povr²inu:

E =
dΦ

dS
, (2.5)

a ako je osvijetljenost svake ta£ke na povr²ini ista, onda je

E =
Φ

S
, (2.6)
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Slika 2.2. Svjetlost, iz inkadescentnog izvora, pada na povr²inu dS pod uglom
θ. Ugao dΩ je prostorni ugao unutar kojeg se posmatra svjetlosni snop, a

dS cos θ baza konusa koji zatvara taj prostorni ugao.

pri £emu svjetlost pada okomito na tu povr²inu. Mjerna jedinica za osvijetljenost
je luks, lx. Osvijetljenost nekog malog dijela povr²ine (slika 2.2) na koju pada
svjetlost, moºe se dobiti na slijede¢i na£in:

E =
dΦ

dS
=
IdΩ

dS
=
I dS cos θ

R2

dS
, (2.7)

E =
I cos θ

R2
. (2.8)

Ova relacija predstavlja Lambertov zakon (²vicarski nau£nik Johann Heinrich
Lambert) koji pokazuje da osvijetljenost neke povr²ine opada sa kvadratom
njenog rastojanja od izvora. Ukoliko element povr²ine dS teºi nuli, relaciju (2.8)
moºemo koristiti za odre�ivanje osvijetljenosti u nekoj ta£ki A, prikazanoj na
slici 2.3, pri £emu je onda r udaljenost te ta£ke od izvora svjetlosti, a ugao θ ugao
izme�u pravca prostiranja svjetlosti (svjetlosne zrake) i normale na povr²inu na
kojoj leºi ta ta£ka. Osvijetljenost u ta£ki, koja leºi ta£no ispod izvora, kao npr.
ta£ka B na slici 2.3 je

E =
I

h2
, (2.9)

jer je ugao θ izme�u zrake, koja ide prema ta£ki B i normale u toj ta£ki, jednak
nuli tj. cos 0 = 1, a h je visina na kojoj se nalazi izvor u odnosu na posmatranu
povr²inu.

4. Osvijetljaj je brojno jednak svjetlosnom �uksu koji emituje neka povr-
²ina.

5. Sjaj je povr²inska gustina zra£enja svjetlosti u odre�enom smjeru.

2.2 Geometrijska optika

Geometrijska optika tretira svjetlost kao zrake, koje izlaze iz svjetlosnog izvora
i ²ire se u prostoru prema osnovnim zakonima geometrijske optike:
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Slika 2.3. Osvijetljenost u nekoj ta£ki zavisi od ja£ine svjetlosti, rastojanja
svjetlosnog izvora od posmatrane ta£ke i ugla izme�u svjetlosne zrake i normale

na povr²inu na kojoj se nalazi ta ta£ka.

• zakon pravolinijskog prostiranja svjetlosti,

• zakon nezavisnosti prostiranja svjetlosnih zraka,

• zakon odbijanja (re�eksije) svjetlosti,

• zakon prelamanja (refrakcije) svjetlosti.

Mnoge pojave, koje moºemo opaziti u svakodnevnom ºivotu, upu¢uju na £i-
njenicu da se svjetlost prostire pravolinijski u homogenoj sredini. Jedna od njih
je postojanje sjene. Naime, ako na neko £vrsto neprozirno tijelo pada svjetlost,
ona ne moºe da pro�e kroz tijelo niti da ga zaobi�e, te se na zastoru pojavi
sjena tog tijela. S druge strane, ukoliko svjetlosne zrake pri svom prostiranju
nai�u jedna na drugu, ne dolazi do njihovog me�udjelovanja, tj. nastavit ¢e se
kretati nezavisno jedna od druge.

Francuski matemati£ar Fermat (Pierre de Fermat) dokazao je da svjetlost
pri svom prostiranju, izme�u dvije ta£ke u prostoru, �bira� onaj put, za koji
je potrebno najkra¢e vrijeme. Dakle, svjetlost pri svom kretanju uvijek bira
najbrºi put (najbrºi nije nuºno i najkra¢i!). Ovaj princip se naziva princip
ekstrema vremena ili Fermatov princip. Vrijeme potrebno da svjetlost
do�e iz ta£ke 1 u ta£ku 2 je na osnovu zakona puta pravolinijskog kretanja
(ds = vdt)

t =

∫ 2

1

ds

v
. (2.10)

Brzinu svjetlosti u nekoj sredini v, moºemo izrazi preko apsolutnog indeksa
prelamanja n. On pokazuje koliko puta je brzina svjetlosti u vakuumu (c),
ve¢a od njene brzine u nekoj sredini (v):

n =
c

v
, (2.11)

odakle je

v =
c

n
. (2.12)
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Slika 2.4. Odbijanje svjetlosti od ugla£anu povr²inu u ta£ki P . Ta£ke A i B se
nalaze na razli£itim visinama h1 i h2 i na me�usobnom rastojanju `. α je

upadni ugao, a β odbojni.

Kad ovako izraºenu brzinu svjetlosti uvrstimo u jedna£inu (2.10) dobivamo:

t =

∫ 2

1

nds

c
=

1

c

∫ 2

1

nds =
1

c
L. (2.13)

S obzirom da vrijeme kretanja od ta£ke 1 do ta£ke 2 mora biti najkra¢e mogu¢e,
potrebno je da veli£ina

L =

∫ 2

1

nds = ns (2.14)

bude minimalna. Ova veli£ina se naziva opti£ka duºina puta i jednaka je pro-
izvodu geometrijske duºine puta, s i apsolutnog indeksa prelamanja, n, sredine
kroz koju se svjetlost prostire. Na osnovu ove £injenice, moºemo zaklju£iti da
se svjetlost kre¢e po putu s najmanjom opti£kom duºinom.

2.2.1 Zakon odbijanja svjetlosti

Za odbijanje i prelamanje svjetlosti vaºe isti zakoni kao i za mehani£ke talase.
Dakle, zakon odbijanja svjetlosti glasi:
Svjetlost se odbija tako da je upadni ugao (α) jednak odbojnom (β) pri £emu
upadna zraka, odbijena zraka i normala leºe u istoj ravni.
S obzirom da je upadni ugao jednak odbojnom, onda vrijedi i da je:

sinα = sinβ. (2.15)

Koriste¢i de�niciju funkcije sinus u pravouglom trouglu, a na osnovu slike 2.4,
relacija (2.15) postaje:

x√
x2 + h21

=
(`− x)√

(`− x)2 + h22
. (2.16)

S druge strane, da bismo izveli zakon odbijanja koriste¢i Fermatov princip
razmotrimo svjetlosnu zraku na istoj slici 2.4. Ona kre¢e iz ta£ke A i dolazi
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u ta£ku B pri £emu se re�ektuje u ta£ki P . Neka je ` horizontalna udaljenost
ta£aka A i B, a neka je x horizontalna udaljenost ta£aka A i P . Put koji pre�e
svjetlost od A do B je s = AP + PB, a vrijeme potrebno da pre�e taj put se
moºe dobiti dijeljenjem pre�enog puta s brzinom prostiranja svjetlosti c (jer se
svjetlost kre¢e ravnomjerno pravolinijski):

t =
s

c
=
AP

c
+
PB

c
. (2.17)

Sa slike 2.4 se vidi da su AP i PB hipotenuze trouglova AA′P i BB′P , te na
osnovu Pitagorine teoreme slijedi

t =

√
x2 + h21
c

+

√
(`− x)2 + h22

c
. (2.18)

Da bi odredili kolika mora biti duºina x, takva da je vrijeme kretanja minimalno,
potrebno je prona¢i prvi izvod vremena po x i izjedna£iti ga s nulom:

dt

dx
= 0, (2.19)

d

dx

(√
x2 + h21
c

+

√
(`− x)2 + h22

c

)
= 0,

1

c

2x

2
√
x2 + h21

+
1

c

2(`− x)(−1)

2
√

(`− x)2 + h22
= 0,

x√
x2 + h21

=
(`− x)√

(`− x)2 + h22
.

Dobiveni izraz je identi£an izrazu (2.16), te zaklju£ujemo da je

sinα = sinβ odnosno α = β.

2.2.2 Ogledala

Svjetlost se najbolje odbija od ugla£ane povr²ine. Ona se moºe odbiti i od
neugla£ane povr²ine, ali u raznim pravcima. Razlog je poloºaj i orijentacija
onog malog dijela povr²ine na koji pada svjetlosna zraka. Takvo odbijanje se
naziva difuzno ili neregularno, dok se odbijanje od ugla£anu povr²inu, npr. od
ogledalo, naziva regularno. Ogledalo je svaka ugla£ana metalna i metalizirana
staklena povr²ina koja pravilno odbija svjetlost. Prema svom obliku ogledala
mogu biti ravna i sferna. Razmotrit ¢emo stvaranje lika za obje vrste ogledala,
ali prije toga potrebno je objasniti ²ta je zapravo predmet, a ²ta lik nekog pred-
meta. Oko vidi predmete tako ²to se svjetlost odbije od predmet, do�e do oka
i izaziva osje¢aj vi�enja. Postoje i predmeti koji sami emituju svjetlost (Sunce,
vlakno sijalice i sl.). Oni izazivaju osje¢aj vi�enja vlastitom svjetlo²¢u. U oba
slu£aja tijela koja zra£e svjetlost nazivaju se svijetli predmeti. Ljudsko oko
vidi svijetle predmete preko svjetlosnih zraka koje dolaze direktno s posmatra-
nog predmeta, odnosno kad se one prostiru pravolinijski. Me�utim, ako iz bilo
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Slika 2.5. Oko vidi predmet u produºecima zraka koje, s predmeta P , dolaze do
njega. Ukoliko su zrake divergentne (tj. ne sijeku se), oko �traºi� njihov presjek
u produºetku, te na tom mjestu �vidi� lik, L, tog predmeta. Dakle, formiranje

lika L zavisi od osje¢aja vi�enja, ²to zna£i da je taj lik imaginaran.

kojeg razloga zrake, koje polaze s predmeta, skrenu sa svog pravca prije nego ²to
dospiju u oko (slika 2.5), onda je osje¢aj vi�enja donekle izmijenjen. Pri tome
se ne misli na promjenu u osnovnom principu vi�enja, nego na promjenu mjesta
i veli£ine predmeta. U ovom slu£aju osje¢aj vi�enja naziva se lik predmeta.
On odstupa po poloºaju i po veli£ini od normalnog opisanog slu£aja vi�enja.
Zbog toga se ovakav lik naziva imaginaran (virtuelan) i njegovo obrazovanje
vezano je za svojstva oka. Postoje i realni likovi, koji se obrazuju bez obzira
na svojstvo vi�enja.

1◦ Ravno ogledalo

Ravno ogledalo je ugla£ana povr²ina £iji polupre£nik zakrivljenosti teºi u besko-
na£nost (R → ∞). Neka se ispred ravnog ogledala OO′ nalazi svijetli predmet
visine P (slika 2.6). S obzirom da je predmet ravan, njegov lik je mogu¢e do-
biti preslikavanjem samo gornjeg i donjeg njegovog ruba. Za formiranje lika
potrebne su najmanje dvije zrake. Zrake se mogu izabrati proizvoljno. Neka s
vrha i dna predmeta polaze zrake (1) i (2) prema ogledalu. Zraka (1) pada oko-
mito na ogledalo, te se odbija u istom pravcu, ²to je u saglasnosti sa zakonom
odbijanja. Zraka (2) pada na ogledalo pod upadnim uglom α, te se odbija pod
istim uglom. Odbijene zrake se ne sijeku. U tom slu£aju lik ovog predmeta nije
realan i nalazi se u produºetku odbijenih zraka. Dakle, lik predmeta, koji se
dobije ravnim ogledalom, je imaginaran, uspravan i nalazi se �s druge strane�
ogledala i jednake je visine kao i predmet (L = P ). Udaljenost predmeta od
ogledala (p) jednaka je udaljenosti lika od ogledala (`). Moºe se re¢i da su pred-
met i lik simetri£ni u odnosu na ogledalo.

2◦ Sferno ogledalo
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Slika 2.6. Formiranje lika nekog predmeta na ravnom ogledalu. Dobijeni lik je
imaginaran, uspravan, jednake visine kao i predmet (L = P ) i jednako udaljen

od ogledala kao i predmet (` = p).

Slika 2.7. Karakteristi£ne ta£ke sfernog ogledala su centar zakrivljenosti (C),
ºiºa ili fokus (F ) i tjeme (T ). Linija koja prolazi kroz centar zakrivljenosti i

tjeme ogledala je glavna opti£ka osa.
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Slika 2.8. Zakon odbijanja svjetlosti vaºi za svaku povr²inu, bila ona kriva ili
ravna.

Sferno ogledalo je dio sferne povr²ine, obra�ene tako da moºe regularno odbijati
svjetlost. Ono moºe biti udubljeno (konkavno) ili ispup£eno (konveksno).
Karakteristi£ne ta£ke sfernog ogledala su centar zakrivljenosti (C), glavna
ºiºa ili fokus (F ) i tjeme (T ) i prikazane su na slici 2.7. Centar zakrivljenosti
je centar zami²ljene sfere na joj bi se nalazilo ogledalo, a tjeme je ta£ka koja
se nalazi na sredini ogledala. Linija koja prolazi kroz centar zakrivljenosti i
tjeme ogledala naziva se glavna opti£ka osa. Glavna ºiºa je ta£ka na glavnoj
opti£koj osi u kojoj se, nakon odbijanja od ogledalo, sijeku sve zrake koje su prije
odbijanja bile paralelne s opti£kom osom. Ona moºe biti realna ili imaginarna
zavisno od toga da li se u njoj zaista sijeku re�ektovane zrake ili pak produºeci
re�ektovanih zraka. Udaljenost od centra zakrivljenosti do tjemena ogledala
predstavlja polupre£nik krivine ogledala, CT = R, a udaljenost od ºiºe do
tjemena ogledala ºiºna daljina, FT = f . �iºna daljina je jednaka polovini
polupre£nika:

f =
R

2
. (2.20)

Normala na sferno ogledalo prolazi kroz centar zakrivljenosti ogledala C, tj.
prostire se duº polupre£nika, zbog £injenice da je polupre£nik uvijek okomit na
kruºnicu.

Bez obzira o kakvoj se povr²ini radi (ravna ili kriva), vaºi zakon odbijanja
svjetlosti. Kad svjetlosna zraka padne na neku povr²inu, ona poga�a veoma
mali dio te povr²ine. Taj mali dio povr²ine se moºe, u svakom slu£aju, smatrati
ravnim. Dakle, kad svjetlosna zraka padne na neku ta£ku krive povr²ine pod
uglom α, odbit ¢e se pod istim uglom (slika 2.8).

a) Konkavno ogledalo

Konkavno ogledalo ima takvo svojstvno da sve zrake, koje na njega padaju
paralelno s opti£kom osom, odbija tako da one pro�u kroz ºiºu ogledala (slika
2.9) (ukoliko je otvor ogledala mali!). To zna£i da je ºiºa konkavnog ogledala
realna.

Na slici 2.10 je prikazano formiranje lika ta£kastog predmeta (P ) na konkav-
nom ogledalu. Za formiranje lika potrebne su najmanje dvije zrake. S obzirom
da se zrake mogu izabrati proizvoljno, uzet ¢emo da se jedna zraka prostire duº
opti£ke ose (ona se nakon odbijanja vra¢a istim pravcem), a drugu ¢emo iza-
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Slika 2.9. Sve zrake koje padaju na konkavno ogledalo paralelno s opti£kom
osom, odbijaju se tako da pro�u kroz ºiºu ogledala.

Slika 2.10. Formiranje lika predmeta na konkavnom ogledalu. AT je pribliºno
jednaka nuli (jer su izabrani uglovi mali), tako da svjetlosna zraka pada vrlo

blizu tjemena ogledala. Normala na sferno ogledalo prolazi kroz centar
zakrivljenosti (C), zbog £injenice da je polupre£nik uvijek okomit na kruºnicu.

brati proizvoljno. Lik (L) ¢e se nalaziti na presjeku odbijene zrake i opti£ke ose.
Udaljenost prdmeta od tjemena ogledala ozna£ena je s p, a udaljenost lika od
tjemena s `. Sa slike 2.10 se vidi da su tangensi ozna£enih uglova jednaki:

tgθ =
x

p−AT
, tgγ =

x

R−AT
, tgϕ =

x

`−AT
.

Budu¢i da su zrake izabrane proizvoljno svi uglovi se mogu smatrati malim
uglovima (tj.< 6◦), te su onda tangensi uglova pribliºno jednaki tim uglovima,
a duºina AT se moºe zanemariti, pa dobijamo:

θ =
x

p
, γ =

x

R
, ϕ =

x

`
. (2.21)

Poznato je iz geometrije, da je vanjski ugao trougla jednak zbiru dva unutra²nja
suprotna ugla, na osnovu £ega se moºe pisati:

γ = θ + α i ϕ = γ + α⇒ α = ϕ− γ, (2.22)

64



Slika 2.11. Tri karakteristi£ne zrake konkavnog ogledala.

te slijedi da je:
γ = θ + ϕ− γ, (2.23)

θ + ϕ = 2γ. (2.24)

Nakon uvr²tavanja jedna£ina (2.21) i (2.20) u jedna£inu (2.24) dobija se jedna-
£ina konkavnog ogledala:

x

p
+
x

`
=

2x

R
,

1

p
+

1

`
=

2

R
=

1

f
. (2.25)

Prilikom nalaºenja lika neke ta£ke zrake smo birali proizvoljno, ²to zna£i
da se mogu uzimati razne zrake. Broj tih zraka je neograni£en. Me�utim, neke
zrake kod konkavnog ogledala je vrlo lako konstruisati (na osnovu zakona odbija-
nja svjetlosti), te ¢emo ih ovdje izdvojiti i nazvati karakteristi£nim zrakama
(slika 2.11).

• Zraka (1), koja se od predmeta prostire paralelno s glavnom opti£kom
osom, nakon odbijanja prolazi kroz ºiºu F .

• Zraka (2), koja od predmeta prolazi kroz ºiºu F , nakon odbijanja se pros-
tire paralelno s glavnom opti£kom osom.

• Zraka (3), koja od predmeta prolazi kroz centar zakrivljenosti C, odbija
se nazad u istom pravcu.

Koriste¢i karakteristi£ne zrake, mogu¢e je jednostavno dobiti lik nekog pred-
meta. Na slici 2.12 je prikazana konstrukcija lika predmeta P , koji se nalazi
iza centra zakrivljenosti. Predmet je prikazan uspravnom strelicom. Velikim
slovom P je ozna£ena visina predmeta, a velikim slovom L visina lika. Ranije je
ve¢ re£eno da se malim slovima p i ` ozna£avaju udaljenosti predmeta odnosno
lika od ogledala (ta£nije tjemena ogledala). Kod konstrukcije lika predmeta,
£ije je dno na glavnoj opti£koj osi, dovoljno je preslikati vrh predmeta, jer ¢e se
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Slika 2.12. Konstruisanje lika predmeta (P ) kad se predmet nalazi iza centra
zakrivljenosti ogledala. Lik (L) je realan, obrnut i umanjen.

Slika 2.13. Konstruisanje lika predmeta (P ) kad se predmet nalazi ispred ºiºe
konkavnog (udubljenog) ogledala. Lik (L) je imaginaran, uspravan i uve¢an.
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dno njegovog lika tako�er nalaziti na glavnoj opti£koj osi, ta£no ispod njegovog
vrha. Ovako dobijen lik je realan, obrnut (okrenut je suprotno od predmeta) i
umanjen. Kako ¢emo sa slike odrediti da li je lik realan ili imaginaran? Ukoliko
se lik dobije na presjeku odbijenih zraka, zna£i da ¢e se formirati bez obzira na
vi�enje (na osobine oka). Za takav lik smo rekli da je realan. Ukoliko bi od-
bijene zrake divergirale (razilazile se), vidjeli bismo lik u presjeku produºetaka
odbijenih zraka i takav lik je imaginaran (slu£aj prikazan na slici 2.13). Iz gore
navedenog se moºe zaklju£iti da lik, kod konkavnog ogledala, moºe biti i realan
i imaginaran.

Ukoliko se prilikom prora£una poloºaja nekog lika, kori²tenjem jedna£ine
(2.25), za duºinu ` dobije negativna vrijednost, to tako�er zna£i da je lik ima-
ginaran. S druge strane, ako se unaprijed zna da ¢e lik nekog predmeta biti
imaginaran, postoje dvije mogu¢nosti:

• da se u jedna£inu (2.25) uvr²tava negativna vrijednost veli£ine `, ili

• da se negativan predznak veli£ine ` uvrsti u samu jedna£inu, a da se onda
sve vrijednosti uzimaju kao pozitivne.

Ovdje ¢emo koristiti drugi na£in tako da ¢e jedna£ina, u slu£aju kad se zna da
je lik imaginaran, glasiti:

1

p
− 1

`
=

2

R
=

1

f
. (2.26)

Osim lika, imaginaran moºe biti i predmet, ali i ºiºa ogledala (odnosno ºiºna
daljina). U svakom slu£aju, negativan predznak tih veli£ina ¢emo uvr²tavati u
jedna£inu, a njihove vrijednosti uzimati kao pozitivne. Na osnovu predznaka
ispred ºiºne daljine f u jedna£inama (2.25) i (2.26) zaklju£ujemo da je ºiºa
konkavnog ogledala realna.

Kako odrediti da li je lik nekog predmeta umanjen ili uve¢an? To se moºe
zaklju£iti na osnovu odnosa njihovih udaljenosti od ogledala. Naime, iz sli£-
nosti trouglova ABC i A′B′C sa slike 2.12 (pravilo UUU, tj. sva tri ugla su
podudarna), slijedi da su odgovaraju¢e stranice proporcionalne:

P

L
=
p−R
R− `

. (2.27)

Kad se iz jedna£ine (2.25) izrazi R kao R = 2p`
`+p i uvrsti u odnos (2.27) dobija

se:
P

L
=
p− 2p`

`+p

2p`
`+p − `

,

P

L
=
p(`+ p)− 2p`

2p`− `(`+ p)
,

P

L
=
p`+ p2 − 2p`

2p`− `2 − `p
,

P

L
=
p(p− `)
`(p− `)

,

P

L
=
p

`
. (2.28)
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Dakle, relacija (2.28) nam pokazuje da, ukoliko je predmet na ve¢em rastojanju
od ogledala, tada je i njegova visina ve¢a od visine lika i obratno. Na slici 2.12
se vidi da je lik bliºe ogledalu, u odnosu na predmet (` < p), ²to zna£i i da je
njegova visina manja od visine predmeta (L < P ). Na osnovu relacije (2.28)
uvodi se pojam uve¢anja ogledala. Uve¢anje ogledala je broj, koji pokazuje
koliko je visina lika nekog predmeta ve¢a ili manja od visine samog predmeta i
de�ni²e se kao:

u =
L

P
= − `

p
, (2.29)

pri £emu znak “−′′ pokazuje da li je lik obrnut ili uspravan.
Poloºaj lika se moºe pribliºno procijeniti, bez konstrukcije slike, na osnovu

jedna£ine (2.25). Na primjer ukoliko se predmet P nalazi u centru zakrivljenosti
C zna£i da je p = R, udaljenost njegovog lika od ogledala ¢e biti:

1

p
+

1

`
=

2

R
,

1

R
+

1

`
=

2

R
,

1

`
=

2

R
− 1

R
,

1

`
=

1

R
,

` = R.

Dakle, lik ¢e tako�er biti u centru zakrivljenosti, a s obzirom da je ` = R = p, iz
jedna£ine (2.29) slijedi da je uve¢anje u = −1. Dakle, lik i predmet su iste visine,
P = L, ali je lik obrnut u odnosu na predmet (zbog negativnog uve¢anja).

Preslikavanje predmeta pomo¢u sfernih ogledala se moºe vr²iti samo aprok-
simativno i to samo ako je otvor ogledala dovoljno mali. Preslikavanje je utoliko
vjernije i o²trije ukoliko je otvor ogledala manji. To zna£i da ukoliko bi se jedna
svijetla ta£ka preslikavala na sfernom ogledalu, njen lik bi bio neka povr²ina
pribliºna kruºnoj povr²ini. Dakle, lik ne bi bio jasan. Ukoliko bi smanjivali
otvor ogledala, ta povr²ina bi se smanjivala i pribliºavala bi se ta£ki. Jedna£ina
(2.25) za konkavno ogledalo je usvojena kao aproksimacija zbog njene jednos-
tavnosti. Ina£e bila bi ta£na samo kad bi se otvor ogledala beskona£no smanjio,
²to prakti£ki nije mogu¢e. U praksi se u mnogo slu£ajeva ne zahtijeva apso-
lutno o²tar lik, pa se u takvim slu£ajevima pomenuta jedna£ina moºe koristiti
uz zadovoljavaju¢u ta£nost.

Ukoliko ogledalo ima ve¢i otvor, nastaje znatno odstupanje od jasnog presli-
kavanja. To odstupanje naziva se sferna aberacija ili nedostatak ogledala.
Na primjer, ako snop zraka nailazi na konkavno ogledalo velikog otvora, para-
lelno s glavnom opti£kom osom, ta£nim crtanjem odbijenih zraka vidjeli bi da
one ne¢e pro¢i kroz jednu ta£ku kao na slici 2.9. Zrake, koje padaju na ogledalo
blizu tjemena, poslije odbijanja prolaze kroz ºiºu, dok zrake, koje su pale na
ogledalo dalje od tjemena, poslije odbijanja ne prolaze kroz ºiºu, nego bliºe tje-
menu. Dakle, sferna aberacija nastaje kod konkavnih ogledala s ve¢im otvorom.
Me�utim, treba napomenuti da ovo nisu nedostaci, ve¢ odstupanja jednostavnih
aproksimativnih relacija od onih koje bi bile dobijene bez aproksimacija. Sve
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Slika 2.14. Svjetlosne zrake, koje padaju na konveksno ogledalo paralelno s
glavnom opti£kom osom, odbijaju se tako da im produºeci prolaze kroz ºiºu
ogledala (F ). C je centar zakrivljnosti ogledala. �iºa se nalazi na polovini

udaljenosti TC.

navedeno vaºi za sva sferna ogledala.

b) Konveksno ogledalo

Razlika izme�u konkavnog i konveksnog (ispup£enog) ogledala je u tome koja je
strana sferne povr²ine ugla£ana, unutra²nja ili spolja²nja. Konveksno ogledalo
tako�er ima tri karakteristi£ne ta£ke: tjeme, ºiºu i centar zakrivljenosti, koje se
nalaze na istom mjestu kao i kod konkavnog ogledala. Zbog toga je i ºiºna daljina
f jednaka polovini duºine polupre£nika zakrivljenosti R, f = R

2 . Konveksno
ogledalo odbija svjetlosne zrake paralelne sa glavnom opit£kom osom, tako da
njihovi produºeci prolaze kroz ºiºu ogledala (naravno ukoliko je otvor ogledala
mali) kao na slici 2.14. Dakle, ºiºa konveksnog ogledala je imaginarna.

Tako�er se mogu izdvojiti tri karakteristi£ne zrake koje su prizkazane na
slici 2.15, a koje se mogu korisiti za konstruisanje lika nekog predmeta, ²to je
pokazano na slici 2.16. Lik predmeta, dobijen konveksnim ogledalom, ¢e uvijek
biti imaginaran, pa se jedna£ina konveksnog ogledala moºe napisati kao:

1

p
− 1

`
= − 2

R
= − 1

f
. (2.30)

2.2.3 Zakon prelamanja svjetlosti

Kad svjetlost nai�e na granicu izme�u dvije sredine, u kojima je brzina prostira-
nja svjetlosti razli£ita, dolazi do prelamanja svjetlosne zrake i to tako da upadna,
prelomljena zraka i normala leºe u istoj ravni, te da je odnos sinusa upadnog i
prelomljenog ugla isti kao odnos brzina u tim sredinama. Ovo predstavlja zakon
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Slika 2.15. Tri karakteristi£ne zrake konveksnog ogledala.

Slika 2.16. Konstruisanje lika nekog predmeta (P ) ukoliko se predmet nalazi
ispred konveksnog (ispup£enog) ogledala. Lik (L) je imaginaran, uspravan i

uve¢an.
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Slika 2.17. Prelamanje svjetlosti na granici izme�u dvije sredine razli£itih
indeksa prelamanja n1 i n2. α je upadni ugao, a β prelomni.

prelamanja svjetlosti (dobijen analogijom s mehani£kim talasima), a njegova
matemati£ka formulacija glasi:

sinα

sinβ
=
c1
c2

= n1,2, (2.31)

gdje je n1,2 relativni indeks prelamanja, koji pokazuje koliko je brzina svje-
tlosti u jednoj sredini ve¢a/manja u odnosu na brzinu u drugoj sredini. Za
razliku od mehani£kih talasa, svjetlost moºe da se prostire i u vakuumu, te se
moºe de�nisati i apsolutni indeks prelamanja (²to nije bilo mogu¢e za me-
nahi£ke talasa) kao odnos brzine svjetlosti u vakuumu c i brzine u nekoj drugoj
sredini c′:

n =
c

c′
. (2.32)

Mogu¢e je i relativni indeks prelamanja predstaviti preko apsolutnih indeksa
prelamanja pojedinih sredina u kojima je brzina svjetlosti c1 odnosno c2:

n1,2 =
c1
c2

=
c
n1

c
n2

=
n2
n1
. (2.33)

Ukoliko u zakon prelamanja (2.31) uvrstimo jedna£inu (2.33) dobija se

sinα

sinβ
=
n2
n1
,

odnosno:
n1 sinα = n2 sinβ. (2.34)

Zakon prelamanja svjetlosti eksperimentalno je dokazao Snelius (holandski na-
u£nik Willebrord Snellius) za grani£nu povr²inu voda - vazduh, a Dekart (fran-
cuski nau£nik René Descartes) je dao prvu nau£nu formulaciju ovog zakona, te
zbog toga jedna£inu (2.34) nazivamo Dekart-Sneliusov zakon.

Na sli£an na£in kao i kod odbijanja, izve²¢emo zakon prelamanja iz Ferma-
tovog principa. Neka svjetlosna zraka na slici 2.17 ide od ta£ke A do ta£ke B
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prelamaju¢i se u ta£ki P . Brzina svjetlosti u prvoj sredini je c1, a indeks (ap-
solutni) prelamanja te sredine je n1. Za drugu sredinu vrijednosti su c2 i n2.
Vrijeme potrebno da svjetlost pre�e rastojanje AP je t1 = AP

c1
, a vrijeme po-

trebno da pre�e rastojanje PB je t2 = PB
c2

. Ukupno vrijeme kretanja svjetlosti
¢e onda biti:

t = t1 + t2 = AP
c1

+ PB
c2
,

²to, nakon primjene Pitagorine teoreme vodi na:

t =

√
x2 + h21
c1

+

√
(`− x)2 + h22

c2
.

Prema Fermatovom principu, svjetlost ide najbrºom putanjom, tj.:

dt

dx
=

d

dx

(√
x2 + h21
c1

+

√
(`− x)2 + h22

c2

)
= 0,

x

c1
√
x2 + h21

− `− x
c2
√

(`− x)2 + h22
= 0,

odnosno
x

c1
√
x2 + h21

=
`− x

c2
√

(`− x)2 + h22
. (2.35)

Sa slike 2.17 se vidi da je

sinα =
x√

x2 + h21
i sinβ =

`− x√
(`− x)2 + h22

,

²to nakon uvr²tavanja u jedna£inu (2.35) daje Dekart-Snelijusov zakon u obliku:

sinα

c1
=

sinβ

c2
. (2.36)

Prelomni ugao β moºe biti ve¢i ili manji od upadnog ugla α. To zavisi od
odnosa opti£kih gustina sredina koje se dodiruju. Za neku sredinu se moºe re¢i
da je opti£ki rje�a u odnosu na neku drugu sredinu, ako svjetlost u njoj ima
ve¢u brzinu, odnosno ako je njen apsolutni indeks prelamanja manji. Ukoliko je
obrnuto, tj. brzina manja, a indeks prelamanja ve¢i, sredina je opti£ki gu²¢a. Iz
jedna£ina (2.31) i (2.34) se moºe izvesti zaklju£ak da ukoliko svjetlost prelazi u
opti£ki rje�u sredinu svjetlost ¢e se prelomiti od normale tj. β > α, a ukoliko
prelazi u opti£ki gu²¢u sredinu prelomit ¢e se ka normali tj. β < α.

2.2.4 Prividna dubina

Ukoliko iz vazduha posmatramo tijelo u vodi, ono izgleda kao da se nalazi na
manjoj dubini nego ²to stvarno jeste, ili ako posmatramo ²tap, koji je djelimi£no
uronjen u vodu, on izgleda prelomljen. Razlog tome je prelamanje svjetlosti.
Dubina na kojoj vidimo lik nekog predmeta, ukoliko ga posmatramo iz neke
druge sredine, naziva se prividna dubina.

Neka se u nekoj providnoj sredini, indeksa prelamanja n1, na dubiniH nalazi
neki ta£kasti svijetli predmet P kao na slici 2.18. Posmatrajmo dvije proizvoljne
svjetlosne zrake, koje polaze od predmeta i dolaze do oka posmatra£a. Jedna od
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Slika 2.18. Lik predmeta P , koji se nalazi u nekoj sredini indeksa prelamanja
n1, formira se na dubini hp koju nazivamo prividna dubina i koja je razli£ita

od stvarne dubine H na kojoj se nalazi predmet.

njih je okomita na granicu izme�u te sredine i okoline, indeksa prelamanja n2.
Ona prolazi iz jedne u drugu sredinu bez prelamanja. Neka je α upadni ugao
druge zrake na pomenutu granicu. Ta zraka se pri prolasku u drugu sredinu
prelama pod uglom β, koji je odre�en zakonom prelamanja:

sinα

sinβ
=
n2
n1
. (2.37)

U presjeku produºetaka izlaznih zraka nalazi se lik predmeta L (vidi sliku 2.18).
O£ito je da se predmet i njegov lik ne nalaze na istoj dubini. Dubinu hp na
kojoj se nalazi lik nazivamo prividna dubina. S pomenute slike vidimo da je

tgα =
x

H
i tgβ =

x

hp
.

Dijeljenjem ove dvije jedna£ine dolazi se do veze izme�u prividne i stvarne du-
bine:

hp = H
tgα
tgβ

. (2.38)

Jasno je da prividna dubina zavisi od ugla pod kojim se gleda predmet. Ukoliko
se pak predmet gleda pod malim uglom u odnosu na vertikalu, tada se moºe
primijeniti aproksimacija sinφ ≈ tgφ ≈ φ te jedna£ine (2.37) i (2.38) daju:

hp = H
n2
n1
. (2.39)
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Slika 2.19. Lik na dubini hp ima istu veli£inu kao i predmet L = P . Ugao ϕ,
pod kojim posmatra£ vidi predmet, nije isti kao ugao ϕ′, pod kojim vidi njegov

lik.

Kad se predmet gleda iz vazduha, tj. n2 = 1, a indeks prelamanja sredine u
kojoj se nalazi predmet n1 = n, tada je

hp =
H

n
, (2.40)

²to zna£i da je prividna dubina n puta manja od stvarne dubine (uz uslov da se
predmet gleda normalno odozgo).

Lik predmeta, osim ²to se nalazi na manjoj dubini nego predmet, tako�er
izgleda i ve¢i od predmeta, iako su zapravo jednake veli£ine tj. L = P . Razlog
je taj, ²to je lik bliºe oku posmatra£a, pe se vidi pod ve¢im uglom nego ²to bi
se vidio predmet kad ne bi bilo prelamanja svjetlosti. To uve¢anje se naziva
ugaono uve¢anje i de�ni²e se kao odnos tangensa ugla pod kojim se vidi lik (ϕ′)
i tangensa ugla pod kojim se vidi predmet (ϕ) (slika 2.19):

Γ =
tgϕ′

tgϕ
, (2.41)

Γ =

L
hp
P
H

=
H

hp
=
n1
n2

= n1,2. (2.42)

2.2.5 Totalna re�eksija

Posmatrajmo sada samo slu£aj u kojem svjetlosne zrake prelaze iz opti£ki gu²¢e
u opti£ki rje�u sredinu kao na slici 2.20. Zrake ¢e se prelamati tako da prelomni
ugao bude ve¢i od upadnog. �injenica je da ¢e se pove¢avanjem upadnog ugla
pove¢avati i prelomni ugao. Karakteristi£an slu£aj predstavlja zraka (3) na slici
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Slika 2.20. Pri prelazu svjetlosti iz opti£ki gu²¢e u opti£ki rje�u sredinu dolazi
do pojave totalne re�eksije. Ugao βg predstavlja grani£ni ugao totalne

re�eksije. Ukoliko je upadni ugao ve¢i od grani£nog, zraka ¢e se odbiti od
granicu izme�u tih sredina.

2.20. Ako se svjetlosna zraka prostire u pravcu zrake (3), ona ¢e se prelomiti
tako da joj je prelomni ugao jednak 90◦. Upadni ugao za koji je prelomni ugao
jednak 90◦ nazivamo grani£ni ugao. Primjenom Dekart-Sneliusovog zakona
na prelamanje svjetlosne zrake (3) dobijamo grani£ni ugao:

n2 sinβg = n1 sin 90◦,

sinβg =
n1
n2
. (2.43)

Ukoliko je upadni ugao ve¢i od grani£nog, �prelomni ugao� ¢e biti ve¢i od
90◦, a to zna£i da ¢e se zraka odbiti od granicu izme�u te dvije sredine (zraka
(4) na slici 2.20). Tu pojavu nazivamo totalna (unutra²nja) re�eksija.

Elektromagnetni talasi, kao i mehani£ki, pri nailasku na grani£nu povr²inu
se i odbijaju i prelamanju. Ukoliko se upadni ugao pribliºava grani£nom uglu
intenzitet prelomljene zrake slabi, a odbijene se pove¢ava.

Glavna primjena totalne re�eksije je u opti£kim instrumentima koji re�ek-
tuju i orijenti²u svjetlosne zrake u ºeljenom pravcu. Naj£e²¢e se koristi staklena
prizma s totalnom re�eksijom i skretanjem zraka za 90◦ i 180◦. To je jednako-
kraka pravougla prizma data na slikama 2.21 i 2.22. Svjetlosna zraka na slici
2.21 pada okomito na jednu stranu prizme i prolazi bez prelamanja (jer je upadni
ugao jednak nuli). Zatim pada na hipotenuznu stranu pod uglom od 45◦. S ob-
zirom da je grani£ni ugao totalne re�eksije na granici staklo-vazduh 42◦, upadni
ugao je ve¢i od grani£nog te sigurno dolazi do totalne re�eksije. Odbijena zraka
je okomita na upadnu ²to zna£i da je zakrenuta za 90◦. Ukoliko svjetlosni snop
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Slika 2.21. Jednakokraka pravougla prizma koja, na osnovu totalne re�eksije,
zakre¢e svjetlosni snop za 90◦.

Slika 2.22. Jednakokraka pravougla prizma koja, na osnovu totalne re�eksije,
zakre¢e svjetlosni snop za 180◦.

pada na hipotenuznu povr²inu, kao na slici 2.22, pri izlasku iz prizme ¢e biti
pralelan upadnom snopu, ali suprotnog smjera, tj. zakrenut za 180◦.
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Slika 2.23. Pri prolazu kroz planparalelnu plo£u svjetlosna zraka ne mijenja
svoj pravac prostiranja, nego se samo pomjera za neko rastojanje a.

2.2.6 Prelamanje svjetlosti kroz planparalelnu plo£u

Planparalelna plo£a je plo£a £ije su povr²ine ravne i me�usobno paralelne. Neka
svjetlosna zraka pada pod uglom α na jednu povr²inu planparalelne plo£e, in-
deksa prelamanja n i debljine d. Ona ¢e se prelomiti pod uglom β, produºiti
do druge povr²ine plo£e, gdje ¢e se ponovo prelomiti, te iza¢i iz plo£e. Ugao,
koji izlazna zraka zaklapa s normalom na plo£u, jednak je upadnom uglu α,
²to se moºe zaklju£iti sa slike 2.23 koriste¢i pravilo o jednakosti uglova s para-
lelnim kracima. Dakle, pri prolasku kroz planparalelnu plo£u svjetlosna zraka
ne mijenja svoj pravac prostiranja, nego se samo pomjera za neko rastojanje
a. To pomjeranje zavisi, kako od upadnog ugla, tako i od indeksa prelamanja
materijala od kojeg je napravljena plo£a. Sa slike 2.23 vidimo da je:

sin(α− β) =
a

AB
,

cosβ =
d

AB
.

Dijeljenjem gornje dvije jedna£ine dobijamo izraz za pomjeranje svjetlosne zrake
pri prolasku kroz planparalelnu plo£u:

a =
d

cosβ
sin(α− β). (2.44)

Pri prolasku svjetlosne zrake kroz ma koji broj planparalelnih plo£a s istom
okolnom supstancom, ona ¢e zadrºati svoj pravac prostiranja i bit ¢e paralelno
pomjerena.
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Slika 2.24. Pri prolazu svjetlosne zrake kroz providnu prizmu (indeksa
prelamanja n, £iji je ugao ozna£en s θ, dolazi do promjene njenog pravca

prostiranja za ugao devijacije δ.

2.2.7 Prelamanje svjetlosti kroz prizmu

Posmatrajmo ²ta se de²ava sa svjetlosnom zrakom pri prolasku kroz trostranu
providnu prizmu napravljenu od materijala indeksa prelamanja n. Ugao θ u
vrhu prizme na slici 2.24 je ugao prizme. Neka svjetlosna zraka pada na jednu
stranu prizme pod uglom α1. Prelama se pod uglom β1 i pada na drugu stranu
prizme pod uglom β2. Zatim izlazi iz prizme pod uglom α2. Pravci upadne i
izlazne zrake se ne poklapaju, ²to zna£i da je do²lo do skretanja zrake nakon
prolaska kroz prizmu. Ugao za koji je zraka skrenula, na slici 2.24 je ozna£en s δ,
nazivamo ugao devijacije (skretanja). Taj ugao se moºe odrediti na osnovu
zakona prelamanja svjetlosti i poznate geometrijske tvrdnje da je vanjski ugao
trougla jednak zbiru dva unutra²nja suprotna ugla. Na presjeku normala N i
N ′ nalazi se ugao prizme θ, jer su to uglovi s okomitim kracima. On je jednak
zbiru unutra²nja dva suprotna ugla, tj.

θ = β1 + β2, (2.45)

dok je iz istog razloga, ugao devijacije jednak

δ = α1 − β1 + α2 − β2. (2.46)

Uglove α1,2 i β1,2 ¢emo po potrebi dobiti iz zakona prelamanja svjetlosti

sinα1 = n sinβ1, (2.47)

odnosno
n sinβ2 = sinα2. (2.48)

Pod kojim uslovom bi ugao devijacije bio minimalan tj. δ = δmin? Da bi
odgovorili na ovo pitanje potrebno je izraziti ugao devijacije preko ugla β1. Na
osnovu gornjih jedna£ina dobijamo:

α1 = arcsin(n sinβ1) i α2 = arcsin[n sin(θ − β1)],

²to uvr²tavanjem u jedna£inu (2.46) daje:

δ = arcsin(n sinβ1) + arcsin[n sin(θ − β1)]− θ. (2.49)
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Slika 2.25. Minimalni ugao devijacije se postiºe simetri£nim prolaskom
svjetlosne zrake kroz jednakokraku providnu prizmu, tj. kad su upadni i

prelomni uglovi jednaki, zbog £ega je i zraka unutar prizme paralelna njenoj
osnovici.

Ekstrem funkcije (2.49) se dobija kad se prvi izvod po β1 izjedna£i s nulom
(drugi izvod iste funkcije pokazuje da se radi o minimumu)

dδ

dβ1
=

n cosβ1√
1− n2 sin2 β1

− n cos(θ − β1)√
1− n2 sin2(θ − β1)

= 0,

odnosno
n cosβ1√

1− n2 sin2 β1
=

n cos(θ − β1)√
1− n2 sin2(θ − β1)

.

Gornja jednakost je mogu¢a samo ako je

β1 = θ − β1,

²to, porede¢i s relacijom (2.45), vodi na zaklju£ak da mora biti

β1 = β2. (2.50)

Me�utim, ako je β1 = β2 onda su i uglovi α1 i α2 jednaki. To pokazuje da
minimalni ugao skretanja nastaje pri simetri£nom prolazu svjetlosti kroz prizmu,
tj. kad je svjetlosna zraka unutar prizme, paralelna njenoj osnovici kao na slici
2.25.

Uvr²tavaju¢i uslov (2.50) u izraz za ugao prizme (2.45) i ugao devijacije
(2.46) dobijamo

θ = 2β i δmin = 2α− θ.

Kad iz gornjih relacija izrazimo uglove α = δmin+θ
2 i β = θ

2 i uvrstimo u zakon
prelamanja, koji sada glasi:

sinα = n sinβ,

dobijamo izraz za minimalni ugao devijacije:

sin
δmin + θ

2
= n sin

θ

2
,
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Slika 2.26. Pri prelazu iz jedne opti£ke sredine u drugu, svjetlost mijenja svoju
talasnu duºinu, ali ne i frekvenciju. Dakle, brzina prostiranja svjetlosti, u

razli£itim opti£kim sredinama, ne¢e biti ista.

δmin = 2 arcsin

(
n sin

θ

2

)
− θ. (2.51)

Za male uglove δmin postaje:

δmin = (n− 1)θ. (2.52)

2.2.8 Disperzija svjetlosti

U prethodnim razmatranjima prelamanja svjetlosne zrake pretpostavljali smo
pre¢utno da ta zraka ima jednu talasnu duºinu tj. da je zrakamonohromatska
(jedne boje). Me�utim obi£na bijela svjetlost (Sun£eva) je sloºena svjetlost
i predstavlja kontinuirani niz svjetlosti razli£itih talasnih duºina (boja). Kad
takva svjetlost nai�e na sredinu koja je prelama, ona se razlaºe na razli£ite
boje. Ta pojava se naziva disperzija svjetlosti. Ona nastaje zbog toga ²to
indeks prelamanja svjetlosti, osim ²to zavisi od prirode supstance, zavisi i od
talasne duºine upotrijebljene svjetlosti. Kad svjetlost pre�e iz jedne opti£ke
sredine u drugu, u kojoj joj je brzina prostiranja druga£ija, ona ne mijenja
svoju frekvenciju, ve¢ talasnu duºinu (c = λf) (vidi sliku 2.26). Iz de�nicije
apsolutnog indeksa prelamanja slijedi da on zavisi od talasne duºine svjetlosti:

n =
c

c1
=

λf

λ1f
=

λ

λ1
. (2.53)

To zna£i da ¢e se svjetlosne zrake, razli£ite boje (talasne duºine), prelamati
pod razli£itim uglovima. Razlika izme�u uglova prelamanja svjetlosnih zraka
razli£ite boje naziva se ugaona disperzija.
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Slika 2.27. Pri prolazu bijele svjetlosti kroz prizmu dolazi do disperzije
svjetlosti, tj. do razlaganja svjetlosti na njene komponente. Svaka komponenta
ima razli£itu talasnu duºinu odnosno boju. Spektar bijele svjetlosti sastoji se od

linija crvene, narandºaste, ºute, zelene, plave i ljubi£aste boje.

Kad se kroz uski otvor propusti bijela svjetlost, tako da nakon prolaska kroz
otvor pada na staklenu prizmu (slika 2.27), na zastoru iza prizme pojavit ¢e
se slike tog proreza u vidu linija razli£itih boja i to redom: crvena (najve¢a
talasna duºina), narandºasta, ºuta, zelena, plava i ljubi£asta (najmanja talasna
duºina). Sve te linije zajedno nazivaju se spektar. �injenica je da spektar ne
izgleda kao skup jasno odvojenih linija nego kao kontinualna gradacija boja od
crvene do ljubi£aste, tako da osim navedenih boja, postoje i sve nijanse me�u
njima od crvenog do ljubi£astog kraja.

Kao mjera disperzije spektra uzima se razlika izme�u uglova skretanja svje-
tlosnih zraka razli£itih talasnih duºina koje moºemo dobiti iz jedna£ine (2.52):

δ1 = (n1 − 1)θ, δ2 = (n2 − 1)θ

odakle je:
δ2 − δ1 = (n2 − n1)θ. (2.54)

Ova razlika je mjera disperzije ili samo disperzija. S obzirom da se ugao prizme θ
ne mijenja, zaklju£ujemo da se kao mjera disperzije moºe uzeti i razlika indeksa
prelamanja svjetlosti razli£itih talasnih duºina.

2.2.9 Prelamanje svjetlosti kroz sfernu grani£nu povr²inu

Dvije sredine, indeksa prelamanja n1 i n2, razdvojene su sfernom povr²inom
polupre£nika R, pri £emu je C centar zakrivljenosti te povr²ine, a T tjeme te
povr²ine. Predmet P se nalazi na opti£koj osi. Primjenjuju¢i pravilo prelama-
nja svjetlosti, njegov lik dobijamo u ta£ki L (vidi sliku 2.28). U slu£aju (a) lik
je realan, jer smo ga dobili u presjeku prelomnih zraka, dok smo u slu£aju (b)
lik dobili u presjeku produºetaka prelomnih zraka te ga smatramo imaginarnim.
Ta£ke P i L mogu me�usobno mijenjati uloge, tj. ukoliko bi predmet bio u ta£ki
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L, lik bi se formirao u ta£ki P . Ukoliko bi poloºaj lika izrazili preko ugla θ, mo-
gli bismo zaklju£iti da je udaljenost lika ` najve¢a za θ = 0, a da se smanjuje
pove¢anjem tog ugla. S obzirom da je ugao θ, ugao koji zaklapa upadna zraka s
opti£kom osom, to zna£i da poloºaj lika zavisi od ugla upadne zrake, te da ne¢e
uvijek biti u ta£ki L. Zbog toga je potrebno ovu pojavu ograni£iti na zrake koje
padaju na sfernu povr²inu blizu opti£ke ose. Takve zrake se zovu paraksijalne
zrake i sijeku se u istoj ta£ki. Zbog toga, pri daljem izvo�enju formula, moºemo
koristiti uobi£ajene aproksimacije za male uglove (sinα ≈ tgα ≈ α).

Slika 2.28. Prelamanje svjetlosti na sfernoj grani£noj povr²ini. Predmet se
nalazi na opti£koj osi u ta£ki P , a njegov lik se nalazi u ta£ki L tako�er na
opti£koj osi te je: a) realan, jer je n1 < n2, b) imaginaran, jer je n1 > n2.

Na slici 2.28a povr²ina je konveksna prema upadnoj svjetlosti, a s obzirom
da je β < α slijedi da je n2 > n1. Uglovi α i γ su vanjski uglovi trouglova
4PCA i 4CLA, respektivno, te moºemo pisati:

α = θ + γ, γ = β + ϕ⇒ β = γ − ϕ.

Iz zakona prelamanja u ta£ki A slijedi:

n1 sinα = n2 sinβ.

S obzirom da se α i β mogu smatrati malim uglovima slijedi da je:

n1α = n2β,

n1(θ + γ) = n2(γ − ϕ),
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Slika 2.29. Formiranje lika predmeta na tankom so£ivu indeksa prelamanja n2
koje se nalazi u sredini indeksa prelamanja n1 < n2.

n1θ + n2ϕ = (n2 − n1)γ,

n1tgθ + n2tgϕ = (n2 − n1)tgγ,

n1
y

p
+ n2

y

`
= (n2 − n1)

y

R
,

n1
p

+
n2
`

=
(n2 − n1)

R
. (2.55)

Relacija (2.55) se smatra jednom od najvaºnijih relacija geometrijske optike.
Veli£ina n2−n1

R naziva se opti£ka mo¢ povr²ine, te moºe biti pozitivna i ne-
gativna. U razmatranom slu£aju (slika 2.28a) opti£ka mo¢ je pozitivna i lik je
realan. Ista relacija vaºi i za sve ostale slu£ajeve pri £emu trebamo voditi ra-
£una o znaku pojedinih veli£ina. Ukoliko su veli£ine imaginarne uzimamo ih kao
negativne, kao i polupre£nke povr²ina koje su konkavne prema upadnoj zraci.

Kod konveksnih povr²ina lik ¢e biti realan ako je n2 > n1, u suprotnom ¢e lik
biti imaginaran. Kod konkavnih povr²ina lik je u svakom slu£aju imaginaran.

2.2.10 Opti£ka so£iva

Dvije ili vi²e centriranih sfernih prelomnih povr²ina nazivamo opti£ko so£ivo.
Prosto so£ivo se sastoji od dvije sferne povr²ine, a rastojanje izme�u tjemena
povr²ina nazivamo debljina so£iva. Oni su sastavni dijelovi opti£kih instru-
menata. Materijal od kojeg se prave so£iva je uglavnom staklo, a okolna sredina
vazduh. Strane so£iva su sferne povr²ine koje mogu imati razli£ite polupre£nike,
a jedna £ak moºe da bude i ravna. Linija koja prolazi kroz oba centra krivina
i kroz oba tjemena naziva se opti£ka osa so£iva. Povr²ine so£iva su dobro
ugla£ane, a dimenzija su takvih da se pomo¢u paraksijalnih zraka uglavnom
mogu dobiti jasni nedeformisani likovi.

2.2.11 Tanka prosta so£iva

Ovdje ¢emo razmatrati prosta tanka so£iva, tj. ona kod kojih se debljina so-
£iva zanemaruje. Na slici 2.29 je prikazano formiranje lika predmeta na tan-
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kom so£ivu, indeksa prelamanja n2, koje se nalazi u sredini indeksa prelamanja
n1 < n2. Pri prelamanju na prvoj povr²ini, polupre£nika zakrivljenosti R1, do-
bijamo imaginaran lik. Na osnovu relacije (2.55) i £injenica da je polupre£nik
povr²ine pozitivan (jer je konveksna prema upadnoj zraci), a lik imaginaran, za
prelamanje na prvoj sfernoj povr²ini se moºe napisati

n1
p
− n2
`′

=
(n2 − n1)

R1
, (2.56)

dok se za prelamanje na drugoj povr²ini, polupre£nika R2, moºe napisati

n2
p′

+
n1
`

= − (n1 − n2)

R2
. (2.57)

Budu¢i da se razmatraju tanka so£iva moºe se uzeti da je p′ = `′, te sabiranjem
ove dvije relacije dobijamo osnovnu (aproksimativnu) jedna£inu tankih
so£iva

n1
p

+
n1
`

= (n2 − n1)

(
1

R1
+

1

R2

)
(2.58)

ili

1

p
+

1

`
= (

n2
n1
− 1)

(
1

R1
+

1

R2

)
. (2.59)

Ukoliko je okolna sredina vazduh (n1 = 1), a indeks prelamanja so£iva n, onda
je

1

p
+

1

`
= (n− 1)

(
1

R1
+

1

R2

)
, (2.60)

²to predstavlja opti£arsku jedna£inu.
Jedna£ine (2.59) i (2.60), iako su izvedene za so£ivo koje je s obje strane is-

pup£eno, vaºe i za sve ostale oblike so£iva uz po²tivanje dogovora o predznacima.
Dogovor o predznacima za polupre£nik krivine glasi:

• polupre£nik krivine je pozitivan ako je povr²ina so£iva ispup£ena,

• polupre£nik krivine je negativan ako je por²ina so£iva udubljena,

• polupre£nik krivine teºi u beskona£nost ako je povr²ina so£iva ravna.

Dogovor o predznacima za udaljenost lika od so£iva glasi:

• udaljenost lika je pozitivna ukoliko je lik realan,

• udaljenost lika je negativna ukoliko je lik imaginaran (negativan znak se
moºe uklju£iti u jedna£inu na odgovaraju¢em mjestu, a onda se za udalje-
nosti ` uzima pozitivna vrijednost).
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Slika 2.30. Ako na so£ivo padaju paralelne paraksijalne zrake one se poslije
prelamanja sijeku u ta£ki F , koja se naziva ºiºa ili fokus so£iva. Njeno

rastojanje od tjemena so£iva, f , naziva se ºiºna daljina. So£ivo ima dvije ºiºe,
koje se dobiju na na£in prikazan na slikama a) i b).

2.2.12 �iºa ili fokus so£iva. Opti£ka mo¢ so£iva

Ako na so£ivo padaju paralelne paraksijalne zrake one se poslije prelamanja si-
jeku u ta£ki F na osi so£iva (slika 2.30a), odnosno u ta£ki F ′ (slika 2.30b). Te
ta£ke nazivamo ºiºa ili fokus so£iva, a njihovo rastojanje od tjemena so£iva
ºiºna daljina f odnosno f ′. Konstrukcijom prelamanja zraka na so£ivu, mo-
ºemo dokazati da su ºiºne daljine f i f ′ jednake, bez obzira da li su polupre£nici
zakrivljenosti so£iva jednaki ili ne, bitno je samo da je s obje strane so£iva ista
sredina. Te ºiºe se nazivaju jo² i glavne ºiºe so£iva.

Dokaz da su ºiºne daljine s obje strane so£iva iste, bez obzira na odnos
polupre£nika, moºe se izvesti iz osnovne jedna£ine so£iva (2.59). Naime, ako
su zrake paralelne zna£i da se predmet nalazi na velikoj udaljenosti tj. p→∞
(slika 2.30a), pa je njegov lik onda u ta£ki F tj. ` = f :

1

f
= (

n2
n1
− 1)

(
1

R1
+

1

R2

)
, (2.61)

a ukoliko se predmet nalazi u F ′ (slika 2.30b) tada je p = f , a `→∞, pa opet
dobivamo istu relaciju (2.61).

Sada moºemo de�nisati opti£ku mo¢ so£iva kao

ω =
1

f
, (2.62)

ako je so£ivo u vazduhu, odnosno

ω =
n

f
, (2.63)
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ako je so£ivo u nekoj sredini indeksa prelamanja n. Opti£ka mo¢ predstavlja
mjeru divergencije i konvergencije svjetlosti i moºe se odnositi kako na so£iva
tako i na ogledala i druge opti£ke sisteme. Jedinica za opti£ku mo¢ je dioptrija
1D = 1

m
.

2.2.13 Vrste so£iva

So£iva, kod kojih je ºiºna daljina pozitivna (f > 0), nazivamo sabirna (ko-
nvergentna). Takva so£iva skupljaju zrake u sredini, koja je opti£ki rje�a
od materijala so£iva tj. kad paralelne zrake nai�u na sabirno so£ivo, one ko-
nvergiraju (skupljaju se) prema jednoj ta£ki. Tipi£an primjer takvog so£iva
je bikonveksno so£ivo (slika 2.31a). Ono je ispup£eno s obje strane i prema
usvojenom dogovoru oba polupre£nika su pozitivna. Bikonveksno so£ivo je si-
metri£no ako su mu polupre£nici jednaki. U konvergentna so£iva spadaju jo²
i plankonveksno (slika 2.31b), kod kojeg je jedan polupre£nik pozitivan (ispup-
£ena strana), a drugi beskona£no velik (ravna strana), te konveksni meniskus
(slika 2.31c), kod kojeg su polupre£nici razli£itog znaka, ali je polupre£nik sa
negativnim predznakom (udubljena strana) ve¢i od polupre£nika s pozitivnim
predznakom (ispup£ena strana). Sva konvergentna so£iva deblja su u sredini
nego na krajevima.

Slika 2.31. Vrste sabirnog (konvergentnog) so£iva: a) bikonveksno,
b)plankonveksno, c) konveskni meniskus.
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Slika 2.32. Vrste rasipnog (divergentnog) so£iva: a) bikonkavno,
b)plankonkavno, c) konkavni meniskus.

Ukoliko paralelne zrake nakon prolaska kroz so£ivo divergiraju (rasipaju se)
takvo so£ivo se naziva rasipno (divergentno). Ono ima negativnu ºiºnu da-
ljinu (f < 0). Tipi£an primjer je bikonkavno so£ivo (slika 2.32a), kod kojeg su
oba polupre£nika negativna. Bikonkavno so£ivo je simetri£no ako su mu po-
lupre£nici jednaki. Tu spadaju jo² i plankonkavno (slika 2.32b), kod kojeg je
jedan polupre£nik negativan (udubljena strana), a drugi beskona£no velik (ravna
strana), te konkavni meniskus (slika 2.32c), kod kojeg su polupre£nici razi£itog
znaka, ali je polupre£nik sa negativnim predznakom (udubljena strana) manji
od polupre£nika s pozitivnim predznakom (ispup£ena strana). Sva divergentna
so£iva su deblja na krajevima nego u sredini.

2.2.14 Karakteristi£ne zrake - formiranje lika.

Slika 2.33. Karakteristi£ne zrake sabirnog (konvergentnog) so£iva.
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Slika 2.34. Karakteristi£ne zrake rasipnog (divergentnog) so£iva.

Karakteristi£ne zrake koriste se za nalaºenje poloºaja i visine lika i prikazane su
na slikama 2.33 (za sabirno) i 2.34 (za rasipno). Da bismo dobili lik nekog pred-
meta potrebno je na¢i presjek najmanje dvije karakteristi£ne zrake, koje polaze
s vrha predmeta. Na slikama 2.35 i 2.36 prikazan je na£in dobijanja lika na
sabirnom i rasipnom so£ivu, pri £emu su kori²tene sve tri karakteristi£ne zrake.
Lik dobiven na presjeku prelomnih zraka je realan, a na presjeku produºetaka
prelomnih zraka je imaginaran.

Slika 2.35. Odre�ivanje poloºaja lika datog predmeta, visine P , na sabirnom
so£ivu. Dobiveni lik, visine L, je: a) obrnut i realan, b) uspravan i imaginaran.
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Slika 2.36. Odre�ivanje poloºaja lika datog predmeta, visine P , na rasipnom
so£ivu. Dobiveni lik je visine L, uspravan i imaginaran.

2.2.15 Aproksimativna formula za tanka so£iva i uve¢anje
so£iva

Ukoliko zanemarimo debljinu so£iva, moºemo dobiti jednostavniju formulu za
so£ivo, koja povezuje udaljenosti predmeta i lika od so£iva sa ºiºnom daljinom
so£iva. Na slici 2.37 je prikazano formiranje lika na sabirnom so£ivu, pri £emu
je: AT = p udaljenost predmeta od so£iva, A′T = ` udaljenost lika od so£iva,
AB = P visina predmeta, A′B′ = L visina lika i FT = f ºiºna daljina so£iva.

Slika 2.37. Formiranje lika na tankom sabirnom so£ivu. Izvo�enje
aproksimativne formule za tanko so£ivo je mogu¢e na osnovu poloºaja

predmeta i lika.

Na osnovu sli£nosti trouglova4ABF i4CTF , te trouglova4ABF i4A′B′T
(pravilo UUU) vaºe sljede¢i odnosi:

P

L
=
AF

f
=
p− f
f

, (2.64)

odnosno

P

L
=
p

`
, (2.65)

²to nakon izjedna£avanja daje:
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p− f
f

=
p

`
,

`p− `f = pf,

1

f
=

1

p
+

1

`
. (2.66)

Napomenimo da za imaginaran lik, negativan predznak moºemo ubaciti u jed-
na£inu ili da prilikom izra£unavanja koristimo negativne vrijednosti za `. Za
rasipno so£ivo, s obzirom da je lik uvijek imaginaran, aproksimativna formula
je oblika

− 1

f
=

1

p
− 1

`
. (2.67)

Ako se udaljenosti AF i A′F ′ sa slike 2.37 ozna£e s x1 i x2, vrijedi da je

f2 = x1 · x2. (2.68)

Dobivena relacija predstavlja Njutnovu formulu za so£iva (engleski nau£nik
Sir Isaac Newton).

Transverzalno uve¢anje so£iva se de�ni²e kao odnos visine lika i visine pred-
meta. Na osnovu relacije (2.65) vidimo da je taj odnos jednak odnosu njihovih
udaljenosti od tjemena so£iva

U =
L

P
=
`

p
. (2.69)

pri £emu se u literaturi nekad dodaje i znak minus ispred odnosa udaljenosti,
kako bi se naglasilo da se radi o obrnutom liku. Dakle negativno uve¢anje zna£i
da je lik suprotno okrenut u odnosu na predmet. Analogno tome, negativna
visina lika zna£i da je on obrnut.

O²trina lika, koji se dobija pomo¢u so£iva, zavisi od ²irine svjetlosnog snopa
i to tako da ²to je snop uºi, lik je jasniji. Zato se koriste dijafragme kao
regulatori koji prema potrebi suºavaju svjetlosni snop, tako ²to na razne na£ine
reguli²u slobodnu povr²inu so£iva.

2.2.16 Sistem od dva so£iva

U praksi se naj£e²¢e kombinuju so£iva s ciljem dobijanja jasnijeg i manje de-
formisanog lika. Uglavnom su to so£iva postavljena tako da im se opti£ke ose
poklapaju, te mogu da budu na nekom rastojanju ili da se dodiruju. Svjetlost
prolazi kroz prvo so£ivo formiraju¢i lik predmeta. Taj lik postaje predmet za
drugo so£ivo. Lik nastao nakon prelamanja na drugom so£ivu nazivamo krajnji
lik predmeta. Primjer dobijanja krajnjeg lika na sistemu od dva so£iva dat je
na slici 2.45 koja pokazuje princip rada mikroskopa.

Svaki sistem so£iva ima ekvivalentnu ºiºnu daljinu £ije je odre�ivanje
prikazano na slici 2.38. S obzirom da je ºiºa ona ta£ka u kojoj se sijeku sve
upadne zrake koje su paralelne s opti£kom osom, tako se i kod sistema so£iva,
ºiºa moºe odrediti kao presjek zrake parelelne s opti£kom osom, nakon njenog
prolaska kroz oba so£iva, i opti£ke ose. Pokazuje se da ona zavisi od ºiºnih
daljina svakog pojedina£nog so£iva u sistemu i od njihovog rastojanja. Ukoliko

90



se sistem sastoji od dva so£iva koji se nalaze na rastojanju a, ekvivalentna ºiºna
daljina iznosi

1

fe
=

1

f1
+

1

f2
− a

f1f2
, (2.70)

ukoliko se so£iva dodiruju tj. a = 0, ekvivalentna ºiºna daljina postaje

1

fe
=

1

f1
+

1

f2
. (2.71)

Slika 2.38. Odre�ivanje ºiºe (fokusa) za sistem od dva sabirna so£iva koji se
nalaze na rastojanju a. Ekvivalentna ºiºna daljina je rastojanje fe = AF .

Ekvivalentna ºiºna daljina se ne mjeri od prvog so£iva, nego od ta£ke A (vidi
sliku 2.38), koja predstavlja projekciju presje£ne ta£ke izme�u upadne i izlazne
zrake. Ukoliko bi se u ta£ku A postavilo jedno so£ivo, ºiºne daljine jednake
ekvivalentnoj ºiºnoj daljini, lik proizvoljnog predmeta bi se nalazio na istom
mjestu kao i nakon preslikavanja na oba so£iva zajedno. To zna£i da se i na
sistem so£iva moºe primijeniti op²ta formula za so£ivo (2.66):

1

fe
=

1

p
+

1

`
. (2.72)

2.2.17 Nedostaci so£iva

Ve¢ smo ranije rekli da za dobijanje lika koristimo paraksijalne monohromatske
zrake i so£iva s malim otvorom, kako bi lik neke ta£ke tako�er bio ta£ka. Me-
�utim, u praksi se £esto dobijaju likovi koji ne leºe na osi niti u njenoj blizini,
²to zna£i da se koriste i ostali dijelovi svjetlosnog snopa, a ne samo paraksijalne
zrake. U tom slu£aju dolazi do odstupanja od idealne slike odnosno aberacije.
Naj£e²¢e se te aberacije tretiraju pojedina£no, zavisno od prakti£nih okolnosti,
jer bi otklanjanje svih aberacija istvremeno bilo veoma sloºeno. Aberacije se
mogu podijeliti na monohromatske i hromatske. U monohromatske spadaju:

• sferna aberacija,
• koma,
• astigmatizam,
• izvijanje lika,
• distorzija,

dok u hromatske spadaju:
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• transverzalna hromatska aberacija,

• longitudinalna hromatska aberacija.

U nekoj literaturi, nedostaci so£iva se smatraju defektima. Me�utim, to su ipak
opti£ke pravilnosti, povezane s zakonitostima prelamanja svjetlosti, a ne poslje-
dica lo²e izrade so£iva. S toga ih se ne treba smatrati defektima nego svojstvima
so£iva, koje se raznim kombinacijama so£iva uklanjaju u cilju postizanja jasnog
i pravilnog lika.

Sferna aberacija predstavlja nemogu¢nost so£iva da skupi sve paralelne
zrake u jednu ta£ku zbog smanjenja debljine so£iva od centra prema krajevima.
Zrake koje prolaze kroz deblji dio so£iva se prelamaju slabije nego zrake koje
prolaze kroz tanji dio so£iva (slika 2.39). Zbog toga je lik ta£ke mala kruºna po-
vr²ina. Naime snop zraka nakon prelamanja prestaje biti homocentri£an (snop
zraka koji ima jednu zajedni£ku presje£nu ta£ku), ali zadrºava simetriju u od-
nosu na osu, pa je slika ta£ke ustvari krug. Moºe se otkloniti kombinacijom
konvergentnih i divergentnih so£iva ili suºavanjem snopa pomo¢u dijafragme.
Sferna aberacija nastaje i kod povr²ina koje nisu sferne te ima op²ti karakter.

Slika 2.39. Nastanak sferne aberacije kod sabirnog so£iva. Izduºenje lika u
pravcu ose naziva se longitudinalna, a izduºenje u pravcu okomitom na osu,

transverzalna sferna aberacija.

Koma je aberacija koja nastaje kad se predmet ne nalazi na osi so£iva. Lik
takvog predmeta nije ta£ka nego povr²ina u obliku komete (ili suze). Na slici
2.40 je prikazano formiranje lika nekog ta£kastog predmeta koji ne leºi na osi
so£iva. Jedino centralna zraka stvara ta£kasti lik, sve ostale zrake stvaraju likove
u obliku krugova razli£itih pre£nika. Kona£an lik je razvu£en u ravni okomitoj
na osi so£iva i uºi je pri vrhu nego pri dnu tj. ima oblik komete. Za komu je
karakteristi£no da se moºe ukloniti samo za odre�eni poloºaj predmeta i lika, a
za ostale poloºaje (kod istog so£iva) koma nije uklonjena. Kad se kod jednog
so£iva sferna aberacija svede na najmanju mogu¢u mjeru to so£ivo i dalje ima
komu.

92



Slika 2.40. Lik ta£kastog predmeta, koji nije na osi so£iva, nije ta£ka, nego se
na zaklonu (Z) dobije lik oblika komete. Ta aberacija so£iva naziva se koma.

Astigmatizam je aberacija pri kojoj je lik predmeta, koji se ne nalazi na
opti£koj osi, razvu£en u pravcu ose. Nastaje kad zrake padaju na prelomnu
povr²inu pod velikim uglom u odnosu na njenu normalu.

Izvijanje lika ili iskrivljivanje povr²ine lika je pojava pri kojoj se neki dije-
lovi lika vide jasnije nego drugi, te povr²ina lika nije vi²e ravna.

Distorzija je pojava razli£itog uve¢anja pojedinih dijelova lika. Lik moºe
biti jasan (o²tar) ali nije sli£an predmetu, nego se deformi²e s geometrijske
strane. Uve¢anje moºe biti sve ve¢e, ili pak manje, ukoliko je ve¢e rastojanje od
ose. U prvom slu£aju lik dobije izvitoperen oblik, a u drugom slu£aju, �ba£vast�.

Hromatska aberacija je posljedica disperzije svjetlosti i ogleda se u tome
da se za polihromatsku (sloºenu) svjetlost ne dobija jedna ºiºa ve¢ svaka boja
ima svoju ºiºu (slika 2.41). Hromatska aberacija moºe biti longitudinalna -
jedan predmet daje likove razli£itih boja na razli£itim rastojanjima, i transver-
zalna -razli£ita uve¢anja lika za razli£ite boje svjetlosti. Hromatsku aberaciju
moºemo ukloniti kombinacijom konvergentnih i divergentnih so£iva od razli£itog
materijala. Postupak dobijanja iste ºiºne daljine za dvije razli£ite boje naziva
se ahromatizacija.

Slika 2.41. Nastanak hromatske aberacije kod sabirnog so£iva.
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Slika 2.42. Stvaranje slike u oku. Svjetlost pada na roºnja£u, koja usmjerava
snop svjetlosti kroz zjenicu ka so£ivu. Slika, koja se formira na mreºnja£i, je
obrnuta i umanjena. Ona se dalje prenosi do centra za vid u mozgu preko

o£nog ºivca.

2.2.18 Opti£ki instrumenti

Opti£ki instrumenti predstavljaju kombinacije so£iva, ogledala, dijafragme i os-
talih pomo¢nih dijelova, koji doprinose postizanju jasnijeg i pravilnijeg lika.
Treba imati na umu da u sistem so£iva opti£kog instrumenta ulazi i o£no so£ivo
i oni zajedno £ine okularne opti£ke instrumente. Uve¢anje okularnog opti£kog
instrumenta je ugaono uve¢anje (spomenuto kod prividne dubine). Ono se do-
bije kao odnos tangensa ugla pod kojim se vidi predmet kroz opti£ki instrument
i tangens ugla pod kojim se vidi predmet bez opti£kog instrumenta.

Postoje jo² i projekcioni opti£ki instrumenti, kod kojih se, pomo¢u sabirnog
so£iva, dobiva realan (uve¢an ili umanjen) lik nekog predmeta (dijaprojektori,
fotoaparati).

Oko

Oko je najvaºniji opti£ki sistem, £iji glavni dio predstavlja sabirno so£ivo. Pred-
met vidimo tako ²to svjetlosne zrake koje do�u do oka, prolaze kroz roºnja£um,
zjenicu i o£no so£ivo (slika 2.42) te padaju na mreºnja£u. Na mreºnja£i se for-
mira obrnut i umanjen lik tog predmeta, koji se o£nim ºivcem prenosi do mozga,
ta£nije do centra za vid. Razmak izme�u o£nog so£iva i mreºnja£e je uvijek isti,
te da bi se u svakom slu£aju mogao dobiti o²tar i jasan lik, so£ivo mora imati
promjenjivu ºiºnu daljinu. �iºna daljina o£nog so£iva se moºe mijenjati pomo¢u
o£nih mi²i¢a. Njihovim stezanjem ili rastezanjem, mijenja se oblik so£iva, a time
i njegova ºiºna daljina.

Najudaljenija ta£ka, za koju se pri opu²tenom oku, moºe dobiti o²tra (jasna)
slika naziva se daljna ta£ka oka. Ako daljna ta£ka oka ne leºi u beskona£nosti,
doga�a se da slika predmeta, ne pada ta£no na mreºnja£u. Ukoliko se slika pred-
meta, koji se nalazi u beskona£nosti (tj. na velikoj udaljenosti od oka) formira
iza mreºnja£e, takvo je oko dalekovidno (slika 2.43a). To se moºe korigovati
rasipnim so£ivom, koje pomjera sliku na mreºnja£u. Ukoliko se slika dalekog
predmeta formira ispred mreºnja£e, oko je kratkovidno (slika 2.43b). Taj ne-
dostatak se moºe ukloniti pomo¢u sabirnog so£iva koje skuplja snop svjetlosti
na mreºnja£u oka.
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Slika 2.43. a) Dalekovidnost - predmeti koji su bliºe oku su mutni, dok su
udaljeniji predmeti jasniji. b) Kratkovidnost - predmeti koji su bliºe oku su

jasniji i izo²treniji, dok su udaljeniji predmeti mutni.

Lupa

Sabirno so£ivo je najprostiji opti£ki instrument, koji pove¢ava ugao pod kojim
vidimo predmet. Pove¢anje ugla moºe se posti¢i i pribliºavanjem predmeta oku,
ali to je mogu¢e samo do neke odre�ene granice, jer se pri tome oko napreºe.
Koristi se za posmatranje sitnih predmeta na malom rastojanju. Zavisno od
na£ina upotrebe so£ivo moºe biti prosti mikroskop ili lupa (so£ivo je nepo-
sredno uz oko), pove¢avaju¢e staklo za £itanje (so£ivo je blizu predmeta).
U svakom slu£aju, predmet mora biti postavljen ispred ºiºe so£iva. Dobijeni lik
je imaginaran, uspravan i s iste strane so£iva kao i predmet.

Sa slike 2.44a vidimo da je tangens ugla pod kojim se vidi predmet (tj.
njegov lik) pomo¢u lupe

tgϕ =
L

`
, (2.73)

pri £emu smo uzeli da je oko blizu so£iva te da je udaljenost lika od oka jednaka
udaljenosti lika od so£iva. Tangens ugla pod kojim vidimo predmet bez lupe je

tgθ =
P

d
, (2.74)

gdje smo s d ozna£ili daljinu jasnog vida (normalno oko najjasnije vidi na daljini
od 25cm do 35cm). Ugaono uve¢anje lupe je onda

Γ =
tgϕ
tgθ

=
L
`
P
d

=
L

P
· d
`
. (2.75)

Uzimaju¢i u obzir relacije (2.65) i (2.66) te £injenicu da je lik imaginaran, uve-
¢anje lupe postaje

Γ =
`

p
· d
`

= d · 1

p
= d

(
1

f
+

1

`

)
. (2.76)
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Slika 2.44. Posmatranje nekog predmeta a) pomo¢u lupe, b) bez lupe.
Udaljenost d je daljina jasnog vida.

Dakle, uve¢anje lupe je ve¢e, ²to je ºiºna daljina manja. Me�utim, usljed aber-
cija maksimalno uve¢anje lupe je oko 20 puta. Za ve¢a uve¢anja koristimo
mikroskop.

Mikroskop

Pomo¢u mikroskopa dobijamo mnogo ve¢e uve¢anje nego pomo¢u lupe. Da-
na²nji mikroskopi imaju prili£no sloºenu kombinaciju so£iva i ostalih pomo¢nih
dijelova, koji omogu¢avaju dobijanje ²to jasnijeg lika, sa ²to ve¢im uve¢anjem,
otklanjaju¢i razne nedostatke so£iva.

Ipak, princip rada mikroskopa je relativno jednostavan. On se sastoji iz
dva glavna dijela (vidi sliku 2.45), objektiva, ºiºne daljine f1 i okulara, ºiºne
daljine f2. Njih moºemo smatrati konvergentnim so£ivima, iako su to obi£no
sloºeni sistemi so£iva. Udaljenost ` izme�u objektiva i okulara nazivamo du-
ºina cijevi mikroskopa, a udaljenost izme�u druge ºiºe okulara i prve ºiºe
objektiva opti£ka duºina mikroskopa. Predmet se postavlja malo dalje od
ºiºe objektiva. Dobiveni lik je obrnut i realan, te se mora nalaziti izme�u ºiºe
okulara i samog okulara (tj. ispred ºiºe okulara). On postaje sekundarni pred-
met za okular. Kona£an lik je imaginaran i uspravan u odnosi na sekundarni
predmet, a obrnut u odnosu na prvobitni predmet. Oko posmatra£a je u blizini
okulara te smatramo da je na mjestu samog okulara. Tako�er pretpostavljamo
da su so£iva simetri£na (prva i druga ºiºna daljina su jednake).

Ugaono uve¢anje mikroskopa je odnos tangensa ugla pod kojim se vidi krajnji
lik predmeta (ozna£en na slici 2.45 s L) i tangensa ugla pod kojim se vidi
predmet P bez mikroskopa (u tom slu£aju se predmet nalazi na daljini jasnog
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Slika 2.45. Formiranje lika pomo¢u mikroskopa. Predmet se postavlja
neposredno iza ºiºe objektiva, f1. Prvi dobijeni lik L1 je sekundarni predmet za
okular. Kona£an lik L je obrnut u odnosu na posmatrani predmet, imaginaran

i uve¢an.

vida):

ΓM =
tgϕ
tgθ

=
L
`2
P
d

=
L

P
· d
`2
. (2.77)

Pomnoºimo gornju relaciju s L1

L1
:

ΓM =
L1

P
· L
L1
· d
`2
, (2.78)

i uo£imo da je L1

P = uob linearno uve¢anje objektiva, a druga dva £lana daju
ugaono uve¢anje okulara, jer je

Γok =
L
`2
L1

d

=
L

L1
· d
`2
. (2.79)

Dakle, ugaono uve¢anje mikroskopa je proizvod linearnog uve¢anja objektiva
uob i ugaonog uve¢anja okulara Γok:

ΓM = uob · Γok. (2.80)

Da bismo dobili zavisnost uve¢anja mikroskopa od ºiºnih daljina objektiva
i okulara, potrebno je ugaono uve¢anje okulara izraziti preko njegove ºiºne da-
ljine, f2 (analogno relaciji (2.76)):

Γok = d

(
1

f2
+

1

`2

)
. (2.81)
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U praksi je f2 � `2 tako da se £lan 1/`2 moºe zanemariti, pa se za uve¢anje
mikroskopa koristi aproksimacija

ΓM =
`1
p1
· d
f2
. (2.82)

Mogu se uzeti i jo² neke aproksimacije: p1 ≈ f1 jer se predmet uglavnom pos-
tavlja vrlo blizu ºiºe objektiva; `1 ≈ ` (gdje je ` duºina cijevi mikroskopa) jer
je ºiºna daljina okulara puno manja u odnosu na `1, te pribliºna formula za
uve¢anje mikroskopa onda glasi

ΓM =
` · d
f1 · f2

. (2.83)

Vidi se da je za velika uve¢anja mikroskopa potrebno da ºiºne daljine budu
²to manje, a duºina cijevi ²to ve¢a, ali u granicama koje treba da ispuni precizan
opti£ki instrument. Glavno ograni£enje za uve¢anje mikroskopa leºi u talasnoj
prirodi svjetlosti. Mo¢ razlaganja (razdvajanja) mikroskopa, predstavlja
najmanji razmak izme�u dvije ta£ke, ∆s, za koje se jo² dobijaju razdvojeni
likovi. Zavisi od talasne duºine svjetlosti (λ) i ugla izme�u opti£ke ose i periferne
(krajnje) zrake koja prolazi kroz so£ivo objektiva (ϕ)

∆s =
1,22λ

2n sinϕ
. (2.84)

Veli£inu n sinϕ nazivamo numeri£ka apertura mikroskopa. Dakle, ²to je razmak
∆s manji, odnosno ²to je ugao ϕ ve¢i, to je mo¢ razlaganja ve¢a. O efektima
talasne prirode svjetlosti ¢e biti vi²e rije¢i u narednom poglavlju.

�to se ti£e samog okulara, to je lupa kojom se posmatra lik dobijen na-
kon uve¢avanja objektivom. Postoje dvije glavne vrste okulara, Hajgensov
(holandski nau£nik Christiaan Huygens) i Ramsdenov (engleski nau£nik Jesse
Ramsden). Hajgensov okular sastavljen je od dva plankonveksna so£iva s ºiºnim
daljinama £iji odnos varira od 3 : 1 do 1, 5 : 1 i nalaze se na takvom rastojanju
na kojem je suzbijena hromatska aberacija. Ramsdenov okular se sastoji od dva
jednaka plankonveksna so£iva na me�usobnom rastojanju od 2/3 ºiºne daljine
pojedinog od tih so£iva i ima za cilj smanjenje sferne aberacije. Za odstranjenje
hromatske aberacije potrebno je ugraditi dodatne dijelove.

Durbin

Durbin je opti£ki sistem za posmatranje velikih predmeta na velikom rastojanju.
Sastoji se od objektiva (ºiºne daljine f1) i okulara (ºiºne daljine f2). To su
sabirna so£iva postavljena tako da se druga ºiºa objektiva poklapa s prvom
ºiºom okulara. Konstrukcija lika predmeta pomo¢u durbina prikazana je na
slici 2.46. Predmet se nalazi na velikoj udaljenosti od objektiva, a njegov lik
(L1) se formira veoma blizu druge ºiºe objektiva (odnosno prve ºiºe okulara).
Lik L1 je sekundarni predmet za okular. S obzirom da se on nalazi ispred ºiºe
okulara, kona£ni lik (L) je imaginaran i obrnut u odnosu na primarni predmet.
Uglovi ϕ i ϕ′ su uglovi pod kojim se vidi predmet, odnosno krajnji lik. Kad
se zanemari rastojanje lika L1 od zajedni£kog fokusa objektiva i okulara, iz
osjen£enih trouglova na slici 2.46, moºe se zaklju£iti da je ugaono uve¢anje
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durbina

ΓD =
tgϕ′

tgϕ
=

L1

f2
L1

f1

=
f1
f2
, (2.85)

pri £emu je tako�er uzeto da su so£iva simetri£na.

Slika 2.46. Durbin se sastoji iz objektiva i okulara. Predmet se nalazi na
velikoj udaljenost, pa se prvi lik formira blizu ºiºe okulara. Krajnji lik je

imaginaran uve¢an i obrnut u odnosu na posmatrani predmet.

2.3 Fizi£ka optika

Kao ²to smo ve¢ rekli, svjetlost ima dualnu prirodu te nekad ispoljava talasna,
a nekad £esti£na svojstva. Fizi£ka (talasna) optika razmatra svjetlosne pojave,
koje su posljedica njene talasne prirode. To su interferencija, difrakcija i polari-
zacija. Me�utim, prije svega je potrebno da objasnimo ²ta su to elektromagnetni
talasi.

2.3.1 Elektromagnetni talasi

Kad tijelo naelektri²emo, oko njega se stvori elektri£no polje. Ono se ne stvara
trenutno ve¢ se od momenta naelektrisavanja tijela ²iri kroz prostor kona£nom
brzinom jednakom brzini svjetlosti. Istom brzinom se ²iri i magnetno polje kad
kroz neki provodnik propustimo elektri£nu struju. Ako bismo tijelo naelektri-
savali periodi£no po sinusnom zakonu, tad bi se kroz prostor ²irila deformacija
�zi£kog prostora u vidu sinusnog elektri£nog talasa, a na sli£an na£in bi se oko
provodnika ²irio magnetni talas kad bi kroz njega tekla sinusna naizmjeni£na
struja. S druge strane, periodi£no dovo�enje i odvo�enje naboja predstavlja
naizmjeni£nu struju u dovodu. To zna£i da ne moºemo proizvesti samo elek-
tri£ni niti samo magnetni talas, ve¢ isklju£ivo oba zajedno, odnosno elektri£ni
i magnetni talasi moraju biti me�usobno spregnuti. Takve talase nazivamo
elektromagnetni talasi. Oni, dakle, nastaju u �zi£kom prostoru pri oscila-
tornom kretanju naboja. Uop²teno gledano, elektromagnetni talasi se emituju
pri promjenljivom kretanju elektrona (ubrzanom ili usporenom) ili drugih na-
elektrisanih £estica i pri kvantnim prelazima atomskih sistema s vi²eg u neko
niºe energetsko stanje o £emu ¢e biti vi²e govora kasnije.
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Slika 2.47. Elektromagnetni talas sastoji se od dvije komponente - oscilovanje
vektora ja£ine elektri£nog polja i oscilovanje vektora magnetne indukcije u

okomitim ravnima. c je brzina prostiranja talasa.

Elektromagnetni talas je transverzalan talas koji se sastoji od dvije kompo-
nente, elektri£nog polja ~E koje osciluje sinusoidualno tokom vremena u prostoru

~E(x, t) = ~E0 sin(ωt− kx), (2.86)

i magnetnog polja indukcije ~B, koje osciluje istom frekvencijom kao i elektri£no
(slika 2.47)

~B(x, t) = ~B0 sin(ωt− kx). (2.87)

Veli£ine ~E0 i ~B0 su amplitude vektora ~E i ~B. U svakoj ta£ki prostora vektori ~E
i ~B su me�usobno okomiti i okomiti na pravac prostiranja talasa. Intenzitet
elektromagnetnog talasa je srednja vrijednost kvadrata vektora elektri£nog
polja:

I =
〈
~E2
〉

=
1

2
E2

0 . (2.88)

Za prostiranje elektromagnetnih talasa nije potrebna elasti£na sredina, te
se mogu prostirati i kroz vakuum. U nekoj materijalnoj sredini dielektri£ne
konstante ε i magnetne permeabilnosti µ, brzina prostiranja elektromagnetnih
talasa je

c =
1
√
εµ
. (2.89)

²to za vakuum iznosi

c =
1

√
ε0µ0

= 2, 99868478 · 108
m

s
≈ 3 · 108

m

s
(2.90)

Kao i mehani£ki talasi, elektromagnetni talasi imaju talasnu duºinu jednaku
koli£niku njegove brzine i frekvencije:

λ =
c

f
. (2.91)

U zavisnosti od frekvencije ili talasne duºine emitovanih elektromagnetnih ta-
lasa, a tako�er i od na£ina njihovog nastajanja, razlikujemo: radiotalase (naj-
ve¢a talasna duºina), infracrveno zra£enje, vidljivu svjetlost, ultraljubi£asto ili
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ultravioletno zra£enje, rendgensko ili X-zra£enje i gama-zra£enje (najmanja ta-
lasna duºina) ²to £ini spektar elektromagnetnog zra£enja. Granice pojedi-
nih oblasti su samo aproksimativne, po²to se neke oblasti me�usobno prekrivaju.
Dakle, ono ²to mi nazivamo svjetlost je zapravo dio elektromagnetnog spektra
talasnih duºina od pribliºno 400 nm do 700 nm nazvan vidljiva svjetlost.

2.3.2 Interferencija svjetlosti

Neka u neku ta£ki prostora dolaze dva svjetlosna talasa istih frekvencija, kod
kojih vektori elektri£nog polja osciluju u istom pravcu kao

E1 = E01 cos(ωt− ϕ1) i E2 = E02 cos(ωt− ϕ2). (2.92)

Primjenom principa superpozicije, ja£ina elektri£nog polja rezultuju¢eg talasa
¢e biti

E = E1 + E2 = E0 cos(ωt+ ϕ), (2.93)

gdje je E0 amplituda rezultuju¢eg oscilovanja, a ϕ njegov fazni pomak. Uko-
liko oscilovanje ja£ine elektri£nih polja E1 i E2 predstavimo preko rotiraju¢eg
vektora amplitude (kao kod harmonijskih oscilacija), dobijamo amplitudu rezul-
tuju¢eg oscilovanja, a time i talasa:

E2
0 = E2

01 + E2
02 + 2E01E02 cos (ϕ2 − ϕ1) . (2.94)

Ukoliko sada amplitudu talasa izrazimo preko intenziteta talasa koriste¢i (2.88),
intenzitet rezultuju¢eg talasa ¢e biti

I = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos ∆ϕ, (2.95)

gdje je ∆ϕ = ϕ2−ϕ1 razlika faza. Ukoliko razlika faza nije konstantna u vremenu
£lan cos(ϕ2−ϕ1) moºe da mijenja vrijednosti izme�u +1 i −1 pri £emu je onda
srednja vrijednost tog £lana jednaka nuli pa je intenzitet rezultuju¢eg talasa

I = I1 + I2. (2.96)

Talasi, kod kojih je fazna razlika konstantna u vremenu, ali razli£ita za svaku
ta£ku prostora, nazivaju se koherentni talasi, a izvori tih talasa koherentni
izvori. Za one ta£ke, za koje je cos(ϕ2−ϕ1) < 0, intenzitet rezultuju¢eg talasa
je manji od zbira intenziteta svakog pojedina£nog talasa tj. I < I1+I2. S druge
strane, za sve ta£ke, za koje je cos(ϕ2 − ϕ1) > 0, intenzitet rezultuju¢eg talasa
je ve¢i od zbira intenziteta svakog pojedina£nog talasa tj. I > I1 + I2. Dakle,
kad do�e do superpozicije koherentnih talasa, na nekim mjestima intenzitet
rezultuju¢eg talasa je minimalan, a na nekim mjestima maksimalan. Ta pojava
se naziva interferencija svjetlosti, a njeni efekti se obi£no posmatraju na nekom
ekranu, na kojem se pojavljuju svijetle i tamne pruge tzv. interferentne pruge
kao na slici 2.48.

Strogo uzev²i, koherentna svjetlost moºe biti emitovana samo s jednog atoma.
Me�utim, ma koliko neki svjetlosni izvor bio mali, postoji ogroman broj atoma,
koji emituju svjetlost u istom trenutku, te se u vrlo sloºenom procesu, obrazuje
skupni efekt, odnosno svjetlost koja se posmatra s makroskopskog gledi²ta. Mo-
ºemo smatrati da je svjetlost, koja dolazi iz jednog izvora koherentna. Obi£na
svjetlost iz dva nezavisna izvora ne moºe biti koherentna. Svjetlost zadrºava
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Slika 2.48. Slika interferencije. Svijetle pruge su posljedica konstruktivne
interferencije (u ovom konkretnom slu£aju su zelene boje; boja zavisi od talasne

duºine kori²tene svjetlosti), a tamne pruge posljedica destruktivne
interferencije.

koherentnost na svom daljem putu iako se odbija, prelama ili prolazi kroz razne
otvore. Ta £injenica je iskori²tena da se vje²ta£kim putem dobiju koherentni
izvori. Naime, Jang (engleski nau£nik Thomas Young) je uspio dobiti inter-
ferentnu sliku tako ²to je propustio svjetlost iz jednog izvora kroz dva mala
otvora. Na taj na£in je dobio dva koherentna izvora. Nakon tog eksperimenta
(koji ¢e kasnije biti detaljnije obja²njen) Frenel (francuski nau£nik Augustin
Jean Fresnel) je dobio dva koherentna izovora kao rezultat re�eksije svjetlosti
od dva ravna ogledala postavljena pod uglom malo manjim od 180◦. Zatim je
isti efekt postigao i s prizmom, £iji je ugao pri vrhu bio blizu 180◦. Uglavnom,
interferencija se moºe posti¢i tako ²to se svjetlost iz izvora razdvoji u dva snopa
pomo¢u ogledala, so£iva ili prizme, te se ta dva svjetlosna snopa dovedu u jednu
ta£ku. Opti£ki instrumenti u kojima se pod povoljnim okolnostima ostvaruju
uslovi interferencije svjetlosti, kako bi se ti efekti mogli iskoristiti za mjerenje
duºine, uglova, indeksa prelamanja svjetlosti ili za ispitivanje kvaliteta povr²ina,
nazivaju se interferometri.

Analogno mehani£kim talasima, uslovi za konstruktivnu i destruktivnu
interferenciju odnose se na vrijednost putne razlike izme�u pojedinih talasa:

δ = ±zλ z = 0, 1, 2, 3, ..., konstruktivna interferencija, (2.97)

δ = ±(2z + 1)
λ

2
, z = 0, 1, 2, 3, ... destruktivna interferencija. (2.98)

Ovi uslovi mogu biti zamijenjeni u slu£aju kad jedan od talasa promijeni fazu
za π usljed odbijanja od gu²¢u sredinu. U slu£aju da oba talasa promijene fazu
za π, talasi ¢e opet biti u fazi i vrijedit ¢e isti uslovi interferencije.

Interferencija svjetlosti se moºe javiti i onda kad nema putne razlike izme�u
talasa (δ = 0), tj. kad talasi prelaze jednake geometrijske duºine puteva. U tom
slu£aju talasi moraju imati razli£ite opti£ke duºine puteva. Opti£ka duºina
puta je proizvod indeksa prelamanja neke sredine i geometrijske duºine puta
L = n · s. Tada ¢e se uslovi (2.97) i (2.98) odnositi na opti£ku putnu razliku
∆ = L2 − L1.

Oblast u kojoj se talasi prekrivaju naziva se polje interferencije, u kojem se
naizmjeni£no pojavljuju minimumi i maksimumi interferencije u vidu svijetlih
i tamnih pruga kao na slici 2.48.
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Slika 2.49. U ta£ku P , koja je na rastojanju x od centralne svijetle pruge,
dolaze svjetlosne zrake iz dva koherentna izvora S1 i S2. U toj ta£ki se moºe
formirati svijetla ili tamna pruga, zavisno od putne razlike izme�u ta dva

talasa. Na gra�ku je prikazan intenzitet svjetlosti u zavisnosti od rastojanja x.

Objasnimo sada Jangov eksperiment interferencije £ija je ²ema prikazana na
slici 2.49. Izvor svjetlosti se nalazi ispred neprovidnog ekrana na kojem su dva
mala otvora koji predstavljaju dva koherentna izvora svjetlosti. Interferentna
slika se dobije na ekranu E postavljenom na rastojanju ` naspram izvora. Po-
smatrajmo dvije svjetlosne zrake iz izvora S1 i S2 koje padaju u ta£ku P na
ekranu. U njoj se formira svijetla ili tamna pruga zavisno od putne razlike tih
svjetlosnih zraka. Od izvora do ta£ke P talasi prelaze razli£ite puteve s1 i s2:

s21 = `2 +

(
x− d

2

)2

, s22 = `2 +

(
x+

d

2

)2

, (2.99)

s22 − s21 = (s2 − s1)(s2 + s1) = 2xd. (2.100)

Da bi uop²te zapazili interferentnu sliku mora biti ` >> d i ` >> x, tako da je
s2 + s1 ≈ 2`, pa je putna razlika

δ = (s2 − s1) =
2xd

2`
= x

d

`
, (2.101)

odnosno opti£ka putna razlika

∆ = n(s2 − s1) = nx
d

`
. (2.102)

S obzirom da se talasi prostiru kroz istu opti£ku sredinu, dovoljno je da posma-
tramo njihovu putnu razliku. Da bi u ta£ki P bila maskimalna osvijetljenost,
prema (2.97), ona se mora nalaziti na rastojanju xmax:

(xmax)z = ±zλ `
d
, z = 0, 1, 2, 3..., (2.103)

pri £emu je, u ovom slu£aju, z red svijetle pruge. Ukoliko se uzme da je z = 0
onda je i xmax = 0. To je svijetla pruga nultog reda i naziva se centralna
svijetla pruga. Na osnovu toga se rastojanje (xmax)z moºe de�nisati kao
rastojanje svijetle pruge reda z, od centralne svijetle pruge. Analogno se za
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tamne pruge, na osnovu uslova destruktivne interferencije (2.98), dobija njihova
udaljenost od centralne svijetle pruge kao

(xmin)z = ±(2z + 1)
λ

2

`

d
, z = 0, 1, 2, 3... (2.104)

�irina interferentne pruge se dobije kao rastojanje izme�u dvije susjedne
svijetle (ili tamne pruge):

∆x = (xmax)z+1 − (xmax)z =
`

d
λ. (2.105)

Mjerenjem ²irina interferentnih pruga moºe se odrediti talasna duºina svjetlosti
ukoliko je poznato rastojanje izme�u izvora svjetlosti, odnosno rastojanje iz-
me�u svjetlosnih izvora ako je poznata talasna duºina svjetlosti.

Na slici 2.49 desno je prikazana raspodjela intenziteta svjetlosti I u zavisnosti
od udaljenosti od centralne svijetle pruge. Intenzitet svih svijetlih pruga je isti.
Napomenimo da se pod pojmom intenzitet svjetlosti podrazumijeva srednja
vrijednost kvadrata vektora elektri£nog polja.

2.3.3 Interferencija svjetlosti na tankim listi¢ima

Pojava razli£itih boja na mjehuru od sapunice ili na tankom sloju ulja na vodi je
rezultat interferencije talasa. Ova pojava je poznata kao interferencija svjetlosti
na tankim providnim listi¢ima, pri £emu njihova debljina ne smije prelaziti 0, 01
mm.

Posmatrajmo tanki providni list s paralelnim grani£nim povr²inama, kao na
slici 2.50. Neka dvije paralelne svjetlosne zrake padaju pod uglom α na tanku
planparalelnu plo£u debljine d i indeksa prelamanja n. Pri nailasku svjetlosti
na grani£nu povr²inu, dolazi i do prelamanja i do odbijanja. Neka se zraka (1)
prelomi na grani£noj povr²ini pod uglom β, do�e do druge grani£ne povr²ine,
odbije se, te iza�e iz plo£e kao zraka (1′). Ona se superponira sa zrakom (2′),
koja je nastala odbijanjem zrake (2) od gornju povr²inu. Dok zraka (2) pre�e
put DB, za to vrijeme zraka (1) pre�e put AC + CB. To zna£i da izme�u
zrake (1′) i (2′) postoji opti£ka putna razlika (s obzirom da se kre¢u u razli£itim
sredinama)

∆ = n
(
AC + CB

)
−DB. (2.106)

Iz trougla 4ABD se vidi da je

DB = AB sinα = 2btgβ sinα. (2.107)

Trouglovi 4ACE i 4BCE su jednaki, te je i AC = BC, tako da je

AC + CB = 2
b

cosβ
. (2.108)

Opti£ka putna razlika se sada moºe napisati kao:

∆ = n
2b

cosβ
− 2btgβ sinα, (2.109)
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Slika 2.50. Do interferencije na tankim providnim listi¢ima dolazi usljed putne
razlike izme�u talasa koji se odbijaju od gornju i donju povr²inu lisit¢a.

²to nakon primjene zakona prelamanja na zraku (1) tj. sinα = n sinβ i osnovne
jedna£ine trigonometrije daje

∆ = 2bn cosβ. (2.110)

Primjenjuju¢i opet osnovnu jedna£inu trigonometrije i pomenuti zakon prela-
manja, slijedi da je:

n cosβ = n

√
1− sin2 β =

√
n2 − (n sinβ)

2
=
√
n2 − sin2 α. (2.111)

te nakon uvr²tavanja u jedna£inu 2.110, opti£ka putna razlika postaje

∆ = 2b
√
n2 − sin2 α. (2.112)

Me�utim, pored opti£ke putne razlike, potrebno je uzeti u obzir da se zraka
(2) u ta£ki B odbija od gu²¢u sredinu usljed £ega mijenja fazu za π. To se mora
uzeti u obzir tako ²to se opti£ka putna razlika pove¢a ili umanji za polovinu
talasne duºine svjetlosti. Kona£na opti£ka putna razlika postaje

∆ = 2b
√
n2 − sin2 α− λ

2
. (2.113)

Sada se primjenom jedna£ina (2.97) i (2.98) mogu odrediti uslovi pod kojima ¢e
se formirati svijetle odnosno tamne pruge.

2.3.4 Interferencija na klinu

Do interferencije dolazi i pri odbijanju svjetlosti na tankim listovima promje-
njive debljine - klinovima - prikazanim na slici 2.51a. Interferentne linije su
me�usobno paralelne i paralelne su bridu klina. Nazivaju se interferentne
pruge jednake debljine, jer se javljaju na cijeloj ²irini klina na kojoj debljina
ima istu vrijednost.
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(a) Listovi promjenjive debljine nazivaju se klinovi. Ugao θ je ugao pri vrhu klina, a

n indeks prelamanja materijala od kojeg je napravljen.

(b) Zrake koje padaju na povr²inu klina djelimi£no se odbijaju od gornju povr²inu, a

djelimi£no od donju, pri £emu te odbijene zrake me�usobno interferiraju, stvaraju¢i

interferentne pruge. One se javljaju na cijeloj ²irini klina, na kojoj debljina ima istu

vrijednost, te se nazivaju pruge jednake debljine. Udaljenost izme�u pruga na

razli£itim debljinama ozna£ena je s L i ona zavisi od ugla klina θ.

Slika 2.51. Interferencija na tankim listi¢ima.
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Za obja²njenje ove pojave posmatrat ¢emo zraku koja pada okomito na do-
nju povr²inu klina i to na dva razli£ita mjesta na klinu (slika 2.51b). Neka je
njegova debljina na tim mjestima d1 i d2. Na gornjoj povr²ini zraka se djeli-
mi£no odbije (zraka (1)) i djelimi£no prelomi. Prelomljeni dio zrake se odbija
od donju povr²inu klina (zraka (2)), te pri izlasku iz klina interferira sa zrakom
(1). Putna razlika izme�u ovih zraka je prema jedna£ini (2.113), za upadni
ugao α = 0 i prema uslovima konstruktivne i destruktivne interferencije (2.97)
i (2.98)

∆1 = 2nd1 −
λ

2
= zλ, z = 0± 1,±2,±3..., (2.114)

odnosno
∆2 = 2nd2 −

λ

2
= (2z + 1)

λ

2
. (2.115)

Rastojanje izme�u pruga, na osnovu osjen£enog trougla na slici 2.51, je

L =
d2 − d1
tgθ

≈ d2 − d1
θ

. (2.116)

Ova pojava se naj£e²¢e koristi za precizno odre�ivanje malih uglova. Iz razlike
∆2 −∆1 i iz jedna£ine (2.116), poznavaju¢i vrijednost talasne duºine kori²tene
svjetlosti λ i indeksa prelamanja n, moºe se odrediti ugao θ kao

L =
λ

2nθ
. (2.117)

2.3.5 Njutnovi prstenovi

Njutnovi prstenovi predstavljaju primjer pruga jednake debljine. Kad se na
planparalelnu plo£u postavi plankonveksno so£ivo kao na slici 2.52, izme�u plo£e
i so£iva se stvara vazdu²ni klin. Mjesta jednakih debljina vazdu²nog sloja su
kruºnice polupre£nika r, a centar im se nalazi na zajedni£koj normali so£iva i
plo£e. Interferentne pruge, koje se formiraju kad na so£ivo pada snop mono-
hromatske svjetlosti, imat ¢e oblik svijetlih i tamnih kruºnica koje nazivamo
Njutnovi prstenovi. Polupre£nike im moºemo odrediti pomo¢u uslova kons-
truktivne i destruktivne interferencije koji se sad mogu predstaviti jednom jed-
na£inom:

∆ = z
λ

2
, (2.118)

s tim da parnim vrijednostima broja z odgovaraju svijetli prstenovi, a nepar-
nim vrijednostima tamni prstenovi. U tu svrhu, posmatrajmo svjetlosne zrake
talasne duºine λ, koje padaju na ravnu stranu so£iva. Do¢i ¢e do interferencije
zraka re�ektovanih od gornju povr²inu vazdu²nog klina i od gornju povr²inu
planparalelne plo£e. Opti£ka putna razlika tih zraka je

∆ = 2d+
λ

2
. (2.119)

Sa slike 2.52 se vidi da je

R2 = (R− d)2 + r2 = R2 − 2Rd+ r2, (2.120)

odnosno

d =
r2

2R
, (2.121)
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Slika 2.52. Do interferencije svjetlosti dolazi kad se na planparalelnu plo£u
postavi plankonveksno so£ivo, jer se izme�u njih formira vazdu²ni sloj u vidu
klina. Interferentne pruge imaju oblik koncentri£nih kruºnica polupre£nika r,

£iji se centar nalazi na normali N .

pri £emu je £lan d2 zanemaren zbog male vrijednosti debljine vazdu²nog klina.
Uvr²tavaju¢i jedna£ine (2.118) i (2.121) u (2.119), dobija se polupre£nik Njut-
novih prstenova:

r =

√
(z − 1)R

λ

2
, (2.122)

pri £emu se za svijetle prstenove uzimaju parne vrijednosti za z, a za tamne
neparne vrijednosti.

2.3.6 Difrakcija svjetlosti

Jedna od osnovnih aproksimacija geometrijske optike je ta da se svjetlost pros-
tire pravolinijski usljed £ega se stvaraju sjene predmeta ili konture raznih otvora.
Me�utim, ukoliko je otvor ili pukotina, kroz koju prolazi svjetlost, reda veli£ine
talasne duºine te svjetlosti, do¢i ¢e do odstupanja od pravolinijskog prostira-
nja. Ta pojava naziva se difrakcija svjetlosti i moºe se objasniti Hajgens-
Frenelovim principom (holandski nau£nik Christiaan Huygens) koji glasi:
Svaka ta£ka talasne fronte je izvor novih sekundarnih talasa koji interferiraju.
Poznavaju¢i amplitude i faze sekundarnih talasa, moºe se na¢i amplituda rezul-
tuju¢eg talasa u bilo kojoj ta£ki prostora.
Ako je pukotina mnogo ²ira od talasne duºine svjetlosti koja na nju pada, onda
nastaju paralelne talasne fronte, ograni£ene paralelnim zrakama, te se na zak-
lonu (ekranu) dobija geometrijska slika pukotine. Ukoliko je pukotina reda veli-
£ine talasne duºine svjetlosti, svjetlosne zrake se savijaju iza pukotine, tj. dolazi
do difrakcije. U zavisnosti od poloºaja izvora svjetlosti i zaklona razlikujemo
dva tipa difrakcije Fraunhoferova (njema£ki �zi£ar Joseph von Fraunhofer) i
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Slika 2.53. Fraunhoferova difrakcija na jednoj pukotini. Svjetlost iz izvora S
nakon prolaska kroz prvo so£ivo S1 postaje paralelna, te pada na pukotinu.
Nakon prolaska kroz pukotinu, sve zrake se pomo¢u sabirnog so£iva S2

usmjeravaju na ekran. Na ekranu se zbog efekta interferencije stvara slika
interferentnih pruga.

Frenelova difrakcija. Ovdje ¢emo razmotriti difrakciju s ravnim talasima tj.
Fraunhoferovu difrakciju, na jednoj pukotini i na opti£koj mreºici.

Difrakcija na jednoj pukotini

Da bi do²lo do difrakcije svjetlosti na pukotini, ona mora biti monohromatska,
a snop mora biti paralelan. Paralelan snop dobijamo pomo¢u sabirnog so£iva
tako ²to izvor svjetlosti postavimo u ºiºu tog so£iva, jer se u tom slu£aju nakon
prelamanja na so£ivu zrake prostiru paralelno s opti£kom osom. �ema difrakcije
je prikazana na slici 2.53. Nakon prolaska svjetlosti kroz pukotinu dolazi do
skretanja svjetlosnih zraka koje, pomo¢u drugog sabirnog so£iva, fokusiramo na
ekran E koji se nalazi na rastojanju L od pukotine.

Posmatrajmo samo one sekundarne svjetlosne zrake koje se nakon prolaska
kroz pukotinu difraktuju pod istim uglom θ u odnosu na normalu i zrake koje
ne difraktuju pri prolasku kroz pukotinu. Poznato je da ¢e sve paralelne zrake,
nakon prolaska kroz sabirno so£ivo, pasti u istu ta£ku. S obzirom da se svjetlosne
zrake sada posmatraju kao talasi, do¢i ¢e do njihove interferencije, te ¢e se na
odre�enom mjestu na ekranu pojaviti tamne ili svijetle pruge. Zrake, koje ne
difraktuju pri prolasku kroz pukotinu, nakon interferencije (u ta£ki C) ¢e dati
svijetlu prugu na ekranu, koja se naziva centralna svijetla pruga. Zrake, koje
difraktuju, te dolaze u ta£ku A, nakon interferencije daju svijetlu ili tamnu
prugu.

Na difrakcionoj slici uo£avamo razli£it intenzitet svijetlih pruga. Zavisnost
intenziteta osvijetljenosti od ugla difrakcije moºe se dobiti poznavanjem jedna-
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£ine rezultuju¢eg talasa u nekoj ta£ki na zaklonu koja glasi

ψ = A cos(ωt), (2.123)

gdje je A amplituda tog talasa i data je relacijom

A = A0

sin
(
πb sin θ
λ

)
πb sin θ
λ

. (2.124)

S obzirom da je intenzitet talasa proporcionalan kvadratu amplitude talasa,
intenzitet talasa u proizvoljnoj ta£ki moºe se napisati kao

I = I0
sin2

(
πb sin θ
λ

)
(
πb sin θ
λ

)2 , (2.125)

gdje je I0 maksimalni mogu¢i intenzitet svjetlosti. Analiziraju¢i dobijenu rela-
ciju zaklju£ujemo sljede¢e:
1) ako je θ mali ugao (sinus ugla pribliºno je jednak tom uglu) intenzitet je
maksimalan

I = I0

(
πb sin θ
λ

πb sin θ
λ

)2

= I0, (2.126)

²to predstavlja intenzitet centralne svijetle pruge koju stvaraju zrake koje
se lome pod veoma malim uglovima;

2) na mjestima za koja vrijedi da je I = 0 formiraju se tamne pruge. To ¢e
se desiti u slu£aju kad je:

sin

(
πb sin θ

λ

)
= 0,

πb sin θ

λ
= ±zπ, z = 1, 2, 3, ...,

sin θ = ±zλ
b

; (2.127)

3) svijetle pruge ¢e se javiti ukoliko je

sin

(
πb sin θ

λ

)
= ±1,

πb sin θ

λ
= ± (2z + 1)

π

2
, z = 1, 2, 3, ...,

sin θ = ± (2z + 1)
λ

2b
. (2.128)

Gra�£ki prikaz intenziteta svjetlosti u zavisnosti od sinusa ugla skretanja
(sin θ) predstavlja krivu intenziteta (slika 2.54). Ona se u potpunosti slaºe s
eksperimentalno dobijenim vrijednostima. Najve¢i intenzitet svjetlosti je u ta£ki
C, ²to je razumljivo, jer u tom direktnom pravcu nema me�usobnog slabljenja
svjetlosti usljed putne razlike. To se naziva glavni maksimum. Lijevo i desno od
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Slika 2.54. Zavisnost intenziteta svjetlosti na ekranu od sinusa ugla skretanja
(sin θ) nakon Fraunhoferove difrakcije na jednoj pukotini, tzv. kriva

intenziteta.

te ta£ke javljaju se maksimumi 1-og, 2-og, 3-eg,... reda. Ti maksimumi poste-
peno opadaju, te odnos intenziteta pojedinih maksimuma i glavnog maksimuma
iznosi:

I1 = 0, 0472I0, I2 = 0, 0168I0, I3 = 0, 0083I0... (2.129)

Sa slike 2.53 se vidi da je putna razlika δ izme�u dva svjetlosna talasa δ =
b sin θ, te onda uslove za tamne i svijetle pruge (2.127) i (2.128) moºemo napisati
kao:

δ = b sin θ = ±zλ, (2.130)

δ = b sin θ = ± (2z + 1)
λ

2
. (2.131)

Udaljenost pojedine pruge od centralne svijetle pruge (x) se moºe dobiti iz
trougla 4ACD na slici 2.53 u kojem je tgθ = x/L ≈ sin θ pa je putna razlika

δ = b
x

L
, (2.132)

te uvr²tavanjem odgovaraju¢ih uslova za putnu razliku dobijamo udaljenost
tamne ili svijetle pruge od centralne koju moºemo iskoristiti za odre�ivanje
²irine pukotine.

Ukoliko se umjesto pravougaonih otvora (pukotina) koriste kruºni, tako�er
¢e do¢i do difrakcije, te ¢e se na zaklonu javiti svijetli krug oivi£en svijetlim i
tamnim prstenovima. Dakle, centralna svijetla pruga bit ¢e centralni (glavni)
krug, a intenziteti ostalih svijetlih prstenova ¢e biti sve slabiji kako se ide dalje
od centra glavnog kruga. Odnosi intenziteta su druga£iji nego kod pravouglog
otvora, a i proizvoljni broj z, da bi zadovoljio uslove tamnih i svijetlih pruga
(2.127) i (2.128), ima druga£ije vrijednosti, na primjer za prvi minimum je
z = 1,22, te je uslov za formiranje prve tamne pruge (minimuma)

sin θ =
1,22λ

D
(2.133)
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Slika 2.55. Opti£ka re²etka se sastoji od velikog broja pukotina (proreza)
poredanih paralelno jedna pored druge na jednakim rastojanjima. Udaljenost od

centra jedne pukotine do centra druge pukotine je konstanta re²etke d.

gdje je D pre£nik kruºnog otvora. Na osnovu ovoga se odre�uje mo¢ razlaganja
mikroskopa.

Difrakcija na opti£koj mreºici

Opti£ka mreºica (opti£ka re²etka) je staklena plo£a na kojoj je urezan veliki
broj uskih zareza (pukotina) poredanih paralelno na malim i jednakim rasto-
janjima. Rastojanje izme�u sredina dvije pukotine naziva se konstanta opti£ke
re²etke (slika 2.55) i ra£una se po formuli

d =
1mm
N

(2.134)

gdje je N broj zareza na jednom milimetru.
Ako na re²etku pada paralelan snop monohromatske svjetlosti, dolazi do di-

frakcije na svakom zarezu (slika 2.56). Difraktovane zrake se fokusiraju pomo¢u
sabirnog so£iva na ekran. Nakon prolaska kroz so£ivo zrake interferiraju usljed
putne razlike, te se na zaklonu opet dobije difrakciona slika u vidu svijetlih i
tamnih pruga. Zrake koje padaju okomito na re²etku, interferencijom daju cen-
tralnu svijetlu prugu. Ostale svijetle pruge su maksimumi 1-og, 2-og,... reda,
odnosno tamne pruge su minimumi 1-og, 2-og,... reda.

Ono ²to se zapravo de²ava je to da sekundarni talasi, koji polaze iz razli£itih
zareza, me�usobno interferiraju. �to je ve¢i broj zareza, na istom me�usobnom
rastojanju, efekti postaju sve sloºeniji. Pri tome efekti difrakcije koji poti£u od
pojedina£nih zareza postaju sve manje izraºeni, a po£inju da preovaladavaju
skupni efekti, koji se svode na interferenciju zraka iz razli£itih zareza. Ta£na
matemati£ka analiza ovakvih pojava je sloºena, me�utim kod velikog broja za-
reza, kao ²to je slu£aj kod re²etke, skupni efekt se moºe jednostavno predstaviti
pomo¢u uslova interferencije.

Putna razlika talasa koji prolaze uz rubove susjednih pukotina, analogna
je difrakciji na rubovima jedne pukotine te iznosi ∆ = d sin θ. Da bi se zrake
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Slika 2.56. Difrakcija svjetlosti na opti£koj re²etki. Slika interferencije se
dobija na ekranu. Gra�k na desnoj strani pokazuje zavisnost intenziteta

svijetlih pruga od udaljenosti od centralne svijetle pruge. Red maksimuma je
odre�en brojem z.

koje idu pod uglom θ maksimalno poja£avale putna razlika mora biti jednaka
cjelobrojnom umno²ku talasnih duºina:

δ = d sin θ = ±zλ, z = 0, 1, 2, 3, ... (2.135)

Ukoliko se za difrakciju upotrebljava bijela svjetlost, onda ¢e centralni mak-
simum biti bijele boje, a maksimumi vi²ih redova se razlaºu u spektar.

Difrakcija rendgenskih zraka

Rendgeno-strukturna analiza je primjena difrakcije u kristalogra�ji pri odre-
�ivanju strukture kristala i rastojanja atoma/jona u re²etki− rendgeno-strukturna
analiza. Pri tome se umjesto vidljive svjetlosti koriste rendgenske ili X-zrake.
To su elektromagnetni talasi, £ije talasne duºine padaju u interval od 0,001nm
do 10nm. Kristalna re²etka ima ulogu opti£ke mreºice, s tom razlikom ²to se
efekti difrakcije posmatraju u re�ektovnom snopu, a ne u propu²tenom, kao ²to
je slu£aj kod prave opti£ke mreºice. Da bismo objasnili difrakciju rendgenskih
zraka na kristalima zamisli¢emo da se svi atomi u kristalu nalaze na setovima
paralelnih ravni koje su na me�usobnoj udaljenosti d kao ²to je prikazano na
slici 2.57.

Neka na kristalnu re²etku pada paralelan snop X-zraka kao na slici 2.57.
Posmatrajmo samo dvije paralelne zrake tog snopa, koje se odbijaju od atome
smje²tene jedan ispod drugog. Re�ektovane zrake su tako�er paralelne. Rezul-
tat interferencije ¢e zavisiti od putne razlike izme�u ove dvije zrake. Sa slike
2.57 vidimo da je putna razlika

δ = 2d sin θ (2.136)

Uslov da se na odre�enom mjestu formira maksimum pomo¢u opti£ke mreºice
je δ = ±zλ, ²to primjenom na kristalnu re²etku daje:

2d sin θ = ±zλ, z = 0, 1, 2, 3, ... (2.137)
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Slika 2.57. Na kristalnu re²etku pada paralelan snop X-zraka, koji se odbijaju
od atome smje²tene jedan ispod drugog. Zrake koje se odbijaju od donju ravan
atoma prelaze za 2d sin θ duºi put nego zrake koje se odbijaaju od gornju ravan.

Ukoliko se ove zrake propuste kroz sabirno so£ivo one ¢e interferirati.

Relacija (2.137) naziva seBragov uslov, pri £emu je d rastojanje izme�u susjed-
nih kristalnih ravnina. Ugao θ je poznat pod nazivom Bragov ugao i predstavlja
ugao izme�u upadne rendgenske zrake i kristalnih ravnina za koji se kao rezultat
konstruktivne interferencije pojavljuje maksimum intenziteta.

2.3.7 Polarizacija svjetlosti

Transverzalni mehani£ki talasi su talasi kod kojih £estice sredine osciluju u
pravcu okomitom na pravac prostiranja talasa. To zna£i da £estice mogu os-
cilovati u bilo kojoj ravni okomitoj na pravac prostiranja talasa. To su ne-
polarizovani talasi (silka 2.58a). Ukoliko se na neki na£in postigne da £estice
osciluju u samo jednoj ravni, nastaje polarizovan talas, a ravan odre�ena li-
nijom kretanja talasa i linijom oscilovanja naziva se ravan polarizacije (slika
2.58b). Ukoliko svjetlost posmatramo kao transverzali talas, kod kojeg su osci-
lacije £estica zamijenjene oscilacijama elektri£nog i magnetnog polja, moºemo
na isti na£in razmatrati polarizaciju svjetlosti.

Svjetlost se sastoji od velikog broja elementarnih elektromagnetnih talasa
koje pojedina£no emituju atomi kao elektri£ni oscilatori. Svaki talas koji emi-
tuje jedan atom je polarizovan, a orijentacija ravni polarizacije zavisi od ori-
jentacije atoma u momentu emisije. S obzirom na veliki broj atoma, statisti£ki
gledano, orijentacije atoma ¢e biti podjednako raspore�ene u svim pravcima.
To onda zna£i da se svjetlost sastoji od ogromnog broja elementarnih polarizo-
vanih talasa £ije su ravni polarizacije orijentisane u svim pravcima podjednako.
Tek kad se razli£itim postupcima, ravni polarizacije orijenti²u preteºno u jed-
nom pravcu, onda makroskopski gledano, svjetlost dobija svojstva polarizovane
svjetlosti. Dakle, svjetlost kod koje su ravni oscilacija elektri£nog/magnetnog
polja na nekin na£in ure�eni, naziva se polarizovana svjetlost. Polarizacija
moºe biti elipti£na, kruºna i linearna. Linearna polarizacija je najvaºniji oblik
polarizovane svjetlosti, a nastaje kad svjetlosni vektor ne vr²i rotaciju ve¢ samo
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Slika 2.58. Primjer a) nepolarizovanog, b) polarizovanog talasa. Ravnine
ozna£ene plavom bojom predstavljaju ravni polarizacije.

mijenja intenzitet u jednom pravcu, tj. oscilacije elektri£nog vektora se vr²e
samo u jednoj ravni. Ravan okomita na ravan oscilovanja, naziva se ravan
polarizacije. Ljudsko oko ne moºe da osjeti razliku izme�u polarizovane i
nepolarizovane svjetlosti.

Zraka svjetlosti ima jednaka svojstva u svim pravcima okomitim na pra-
vac prostiranja, te je zbog toga opravdano predstaviti svjetlosnu zraku samo
jednom pravom linijom koja pokazuje pravac prostiranja. Me�utim, pri pro-
pu²tanju svjetlosti kroz jednu vrstu �ltera koja se naziva polarizator, moºe se
uo£iti popre£na orijentacija svjetlosti. Naime, ako svjetlost propustimo kroz dva
polarizatora, koja su me�usobno paralelna, svjetlost prolazi kroz oba, me�utim
ako su oni zakrenuti pod pravim uglom, jedan u odnosu na drugi, svjetlost pro-
lazi kroz jedan, ali ne i kroz drugi (vidi sliku 2.59). Drugi polarizator se naziva
analizator.

Neka na polarizator pada linearno polarizovana svjetlost amplitude E0 i in-
tenziteta I0. Ugao izme�u ravni oscilovanja upadnog talasa i ravni polarizatora
je ϕ (slika 2.60a). Polarizator ¢e propustiti samo paralelnu komponentu vektora
−→
E0, tj.

−→
E1, £iji je intenzitet E1 = E0 cosϕ, a intenzitet

I = I0 cos2 ϕ. (2.138)

Ova jedna£ina se naziva Malusov zakon (francuski nau£nik Etienne Louis
Malus). Ukoliko se na put upadne zrake postave dva polarizatora pod uglom
ϕ0, iz prvog polarizatora ¢e iza¢i linearno polarizirana svjetlost duplo slabijeg
intenziteta. Prema Malusovom zakon iz drugog polarizatora ¢e iza¢i svjetlost
intenziteta

I =
1

2
I0 cos2 ϕ0. (2.139)

Jasno je da ¢e maksimalni intenzitet biti za ϕ0 = 0◦ tj. kad su polarizatori
paralelni, a ukoliko su okomiti (ϕ0 = 90◦), intenzitet je jednak nuli (svjetlost ne
prolazi kroz drugi polarizator).

Polarizacija usljed prelamanja i odbijanja

Kad svjetlosna zraka padne na ugla£anu staklenu planparalelnu plo£u kao
na slici 2.61 djelimi£no ¢e se odbiti, a djelimi£no prelomiti. I odbijena i prelom-
ljena zraka su djelimi£no polarizirane, a njihove ravni polarizacije su me�usobno
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Slika 2.59. Prolazak svjetlosti kroz polarizator i analizator u slu£aju kad su im
orijentacije a) paralelne, b) okomite.

Slika 2.60. a) Vektor elektri£nog polja upadnog talasa razloºen na komponente.
b) Ravan polarizatora. Polarizator ¢e propustiti samo komponentu

−→
E1.
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Slika 2.61. Djelimi£na polarizacija svjetlosti nastaje kad svjetlost pada pod
nekim uglom na staklenu planparalelnu plo£u. Jedan dio zrake se odbije, a
drugi prelomi, pri £emu su obje zrake djelimi£no polarizirane (amplituda

oscilovanja elektri£nog polja nije ista u svim ravninama) s okomitim ravnima
polarizacije. Najbolja polarizacija se dobije kad odbijena i prelomljena zraka

zaklapaju ugao od 90◦.

okomite. Stepen polarizacije zavisi od upadnog ugla, a najbolja polarizacija se
dobije u slu£aju kad su odbijena i prelomljena zraka okomite. U tom slu£aju je
α + β = 90◦. Za dio zrake koja se prelomila, iz zakona prelamanja svjetlosti,
slijedi:

n1 sinα = n2 sinβ,

n1 sinα = n2 sin(90◦ − α),

n1 sinα = n2 cosα,

sinα

cosα
=
n2
n1
,

tgα =
n2
n1
. (2.140)

Relacija (2.140) naziva se Brusterov zakon (²kotski nau£nik Sir David Brews-
ter), a ugao α naziva se Brusterov ugao. Najpovoljniji upadni ugao za staklo
i vazduh je ≈ 57◦.

Imaju¢i u vidu da vi²e od 90% svjetlosti pro�e kroz planparalelnu plo£u,
proces polarizacije se moºe pobolj²ati postavljanjem vi²e plo£a, paralelno jednu
ispod druge. Pri svakom prolasku kroz narednu plo£u jedan dio zrake ¢e se
odbiti, a njena ravan polarizacije je identi£na prvoj odbijenoj zraci. Tako se
postepeno uklanjaju komponente s okomitom ravni polarizacije, pri £emu se
propu²tena zraka pribliºava linearno polarizovanoj zraci.

117



Ako se polarizovana svjetlost pusti da pada na pomenutu planparalelnu plo£u
pod Brusterovim uglom onda ¢e ona potpuno pro¢i kroz plo£u ukoliko ravan po-
larizacije odgovara ravni propu²tene zrake. To zna£i da se ovakva zraka ne¢e
odbijati od plo£u.

Polarizacija usljed dvojnog prelamanja

Slika 2.62. Dvojno prelamanje svjetlosne zrake na kristalu kalcita. Pri izlasku
iz kristala regularna i neregularna zraka su djelimi£no polarizovane, s

okomitim ravnima polarizacije.

Do pojave dvojnog prelamanja svjetlosti dolazi pri prolasku svjetlosti kroz
kristale kao ²to su islandski kalcit, kvarc i sl., koji pokazuju svojstvo anizo-
tropije opti£kih osobina. To su kristali koji imaju razli£ita opti£ka svojstva u
razli£itim pravcima, tj. imaju razli£itu brzinu prostiranja u razli£itim pravcima.
Svjetlosna zraka se, pri prolasku kroz takav kristal (slika 2.62), razlaºe na dvije
zrake od kojih jedna leºi u istoj ravni s upadnom zrakom (tj. vaºi zakon prela-
manja) i naziva se redovna (obi£na) zraka, dok se druga ne prelama u skladu
sa zakonom prelamanja i naziva se neredovna (neobi£na). Obje zrake su polari-
zovane s okomitim ravnima polarizacije. Redovna zraka ima istu brzinu u svim
pravcima, dok brzina neredovne zrake zavisi od pravca prostiranja. Osa duº
koje obje zrake imaju istu brzinu naziva se opti£ka osa kristala.
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Poglavlje 3

Kvantna priroda svjetlosti

U na²em svakodnevnom ºivotu nema ni²ta misteriozno ni dvosmisleno kad govo-
rimo o pojmovima £estice ili talasa. Klasi£na �zika koja oslikava realnost na²ih
£ula tretira £estice i talase kao nezavisne komponente te stvarnosti. Me�utim,
�zikalna stvarnost ima svoj korijen u mikroskopskom svijetu atoma i molekula,
elektrona i atomskih jezgi gdje nema ni £estica ni talasa u onom smislu na koji
smo navikli. Mi smatramo da su elektroni £estice jer imaju naboj i masu. Ipak,
vidje¢emo da je potpuno ispravno interpretirati elektron kao talas. Tako�er,
smatramo da je svjetlost elektromagnetni (EM) talas jer iskazuje svojstva di-
frakcije, interferencije i polarizacije. Posmatranjem svjetlosti kao talasa bilo je
mogu¢e opisati mnoge �zikalne fenomene. Kako je mjerna tehnika napredovala,
krajem XIX i po£etkom XX vijeka, prikupljen je veoma veliki broj eksperi-
menata koji nisu mogli biti obja²njeni talasnom prirodom svjetlosti. Klasi£na
�zika je npr. nai²la na veliki problem u opisivanju zra£enja apsolutno crnog
tijela, fotoelektri£nog ili Komptonovog efekta (Arthur Holly Compton, ameri£ki
�zi£ar) uz pomo¢ pretpostavke da je svjetlost talas i da se energija emituje i
apsorbuje kontinuirano. Ovo je trajalo sve dok njema£ki �zi£ar Maks Plank
(Max Planck) u nastojanju da opi²e zra£enje apsolutno crnog tijela nije pred-
loºio da se energija emituje diskretno u vidu malih porcija ili kvanata energije
koji su nazvani fotoni. To je bila klju£na pretpostavka za razvoj moderne �zike
koja uklju£uje opisivanje svih fenomena na nivou atoma pa ¢emo u nastavku
detaljnije objasniti zra£enje apsolutno crnog tijela.

3.1 Toplotno zra£enje

Sva tijela na temperaturama razli£itim od apsolutne nule emituju i apsorbuju
toplotno zra£enje. Pri tome, toplija tijela emituju vi²e energije od hladnijih.
Toplotno zra£enje nastaje na ra£un unutra²nje energije tijela i eksperimentalno
je dokazano da je toplotno zra£enje ravnoteºno zra£enje, tj. da je energija koju
tijelo emituje jednaka energiji koju tijelo apsorbuje za svaku talasnu duºinu. Sve
druge vrste zra£enja su neravnoteºne. Da bismo kvantitativno opisali zakone
toplotnog zra£enja uve²¢emo odre�ene veli£ine koje se u njima pojavljuju.

Intenzitet zra£enja (gustina energetskog �uksa ili integralna emi-
siona mo¢) ET se de�ni²e kao �uks energije dΦ koji emituje jedini£na povr²ina
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tijela dS:

ET =
dΦ

dS
. (3.1)

Zra£enje se sastoji od razli£itih talasnih duºina (frekvencija), tako da ¢emo zra-
£enje iz intervala talasnih duºina dλ ili iz intervala kruºnih frekvencija dω ozna-
£iti sa dEλ,T i dEω,T respektivno. Indeks T zna£i da intenzitet zra£enja zavisi
od temperature ²to je eksperimentalno dokazano. Ukoliko se radi o malim inter-
valima talasnih duºina ili frekvencija tada vrijedi da je zra£enje proporcionalno
tim intervalima ²to moºemo predstaviti kao:

dEλ,T = eλ,T dλ (3.2)

i

dEω,T = eω,T dω. (3.3)

U gornjim formulama veli£ina eλ,T ili eω,T zove se spektralna emisiona mo¢
(sposobnost). Moºe se de�nisati kao energija koja se emituje sa jedinice povr²ine
tijela u jedinici vremena u jedini£ni interval talasnih duºina:

eλ,T =
∆W

∆S∆t∆λ
, (3.4)

gdje je ∆W energija koju tijelo emituje sa povr²ine ∆S za vrijeme ∆t po inter-
valu talasnih duºina ∆λ. Integralna emisiona mo¢ se moºe izra£unati kao

ET =

∫ ∞
0

eλ,T dλ =

∫ ∞
0

eω,T dω. (3.5)

Mora biti ispunjen uslov da je

dEλ,T = dEω,T (3.6)

odnosno

eλ,T dλ = eω,T dω. (3.7)

Odavde moºemo na¢i vezu izme�u eλ,T i eω,T . Znamo da je kruºna frekvencija
povezana sa talasnom duºinom kao:

λ =
2πc

ω
. (3.8)

Ako jedna£inu (3.8) deriviramo dobijamo da je:

dλ = −2πc

ω2
dω. (3.9)

Predznak "-" u jedna£ini (3.9) nema �zikalno zna£enje ve¢ samo pokazuje da
kad λ raste ω se smanjuje, te ga u nastavku ne¢emo pisati. Koriste¢i relacije
(3.7) i (3.9) dobijamo

eω,T dω = eλ,T dλ = eλ,T
2πc

ω2
dω. (3.10)

Odavde slijedi da je

eω,T = eλ,T
2πc

ω2
. (3.11)
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3.2 Kirhofov zakon zra£enja

U uslovima toplotne ravnoteºe izme�u tijela i okoline, zra£enje koje padne na
tijelo se moºe re�ektovati, asporbovati ili transmitovati u zavisnosti od osobina
tijela. Prema zakonu o odrºanju energije ukupna energija E ¢e biti jednaka

E = Ea + Er + Et, (3.12)

gdje su Ea, Er i Et apsorbovana, re�ektovana i transmitovana energija respek-
tivno. Ako relaciju (3.12) podijelimo sa E dobi¢emo da je

Ea
E

+
Er
E

+
Et
E

= 1 (3.13)

ili

a+ r + t = 1, (3.14)

gdje su a, r i t koe�cijenti apsorpcije, re�eksije i transmisije respektivno. Ukoliko
apsorpciju veºemo samo uz apsorpciju energetskog �uksa iz odre�enog dijela
frekvencija ω onda moºemo de�nisati spektralnu asporpcionu mo¢ (koe�cijent
apsorpcije) kao

aω,T =
Φ
′

ω

Φω
, (3.15)

gdje je Φ
′

ω apsorbovani dio �uksa iz dijela spektra ω, a Φω je ukupni upadni
dio �uksa iz istog dijela spektra. I spektralna apsorpciona mo¢ kao i emisi-
ona mo¢ je funkcija frekvencije i temperature. Njema£ki �zi£ar Gustaf Robert
Kirhof (Gustav Robert Kirchho�) je utvrdio da postoji veza izme�u emisione i
asporpcione mo¢i. Pokazao je da je odnos izme�u emisione i apsorpcione spek-
tralne mo¢i na temperaturi T za odre�enu frekvenciju ω jednak za sva tijela i
univerzalna je funkcija talasne duºine i temperature:

eω,T
aω,T

= f(ω, T ) . (3.16)

Ovaj zakon je poznat kao Kirhofov zakon zra£enja, a funkcija f(ω, T ) je
univerzalna Kirhofova funkcija. Prema ovom zakonu odnos emisione i apsorp-
cione mo¢i za svako tijelo ne zavisi od prirode tijela. Iako se koe�cijenti emisije
i asporpcije veoma razlikuju od tijela do tijela, njihov koli£nik je uvijek isti za
sva tijela. Zaklju£ujemo da ²to vi²e energije tijelo apsorbuje, vi²e ¢e energije i
emitovati.

Tijelo koje asporbuje svo zra£enje koje na njega padne zove se apsolutno
crno tijelo (ACT) tj. njegov koe�cijent apsorpcije je jednak jedinici, aλ,T(ACT )

=1.
Iz (3.16) onda proizilazi da je Kirhofova funkcija ustvari jednaka spektralnoj
emisionoj mo¢i ACT tj.

eω,T(ACT )
= f(ω, T ) . (3.17)

Za sva druga tijela vrijedi da je aλ,T<1 i za takva tijela kaºemo da su siva
tijela. Pored funkcije f(ω, T ) koja zavisi od kruºne frekvencije i £e²¢e se koristi u
teorijskim radovima, postoji i funkcija spektralne raspodjele φ(λ, T ) koja zavisi
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od talasne duºine i koja je pogodnija u eksperimentalnim istraºivanjima. Po
analogiji sa (3.11) moºemo na¢i vezu izme�u ove dvije funkcije

f(ω, T ) =
2πc

ω2
φ

(
2πc

ω
, T

)
. (3.18)

ACT je idealni apsorber koji istovremeno reemituje energiju u prostor oko sebe.
Takvo tijelo u prirodi ne postoji. Zato se za prou£avanje ACT uzima model
koji predstavlja ²uplju sferu sa malom rupom kroz koju upada zra£enje koje se
nakon vi²estrukih re�eksija apsorbuje u unutra²njosti ²to je prikazano na slici
3.1.

Slika 3.1. Model apsolutno crnog tijela.

Prou£avaju¢i spektar ovakvog modela ACT uz pomo¢ spektralnog aparata,
do²lo se do podataka o izgledu intenziteta zra£enja ²to je prikazano na slici 3.2.

Slika 3.2. Spektar zra£enja apsolutno crnog tijela.

Sa slike se mogu primijetiti dvije eksperimentalne £injenice. S porastom
temperature:
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1. pove¢ava se intenzitet zra£enja i

2. maksimum zra£enja se pomijera ka manjim talasnim duºinama.

3.3 Stefan-Bolcmanov zakon

Slovena£ki �zi£ar Josef Stefan (Joºef �tefan) je 1897. godine nakon velikog broja
eksperimenata zaklju£io da je integralna emisiona mo¢ proporcionalna £etvrtom
stepenu temperature:

ET ∼ T 4. (3.19)

Njema£ki �zi£ar Ludvig Bolcman (Ludvig Boltzman) je 1884. godine na osnovu
termodinami£kih razmatranja do²ao do istog zaklju£ka. Tako je nastao Stefan-
Boltzmanov zakon:

ET = σT 4, (3.20)

gdje je σ Stefan-Boltzmanova konstanta koja je eksperimentalno odre�ena i
iznosi σ=5,67·10−8 W

m2K4 . Ukupna snaga zra£enja crnog tijela sa povr²ine S
moºe se onda izra£unati kao:

P = SσT 4. (3.21)

Za realna (siva) tijela koristi se faktor emisije eλ,T < 1, pa je

ET = eλ,TσT
4. (3.22)

Ukoliko bi bio poznat oblik funkcije f(ω, T ), Stefan-Boltzmanov zakon bi bilo
mogu¢e dobiti iz relacije (3.5) jer za ACT vrijedi:

ET =

∫ ∞
0

f(ω, T )dω. (3.23)

Svi poku²aji klasi£ne �zike i elektrodinamike da se dobije ta£an analiti£ki oblik
ove funkcije bili su neuspje²ni ili samo djelimi£no uspje²ni. Klasi£na �zika je
bila nemo¢na da objasni zra£enje ACT i bilo je potrebno uvesti potpuno nove
pretpostavke i ideje koje su otvorile novo poglavlje u razvoju �zike. Uspje²an
teorijski tretman zra£enja ACT omogu¢io je razvoj atomske i kvantne �zike.
Sad ¢emo razmotriti poku²aje klasi£ne �zike da objasni zakone zra£enja ACT.

3.4 Vinov zakon

Njema£ki �zi£ar Vilhelm Vin (Wilhelm Wien) je 1893. godine dao oblik funkcije
f(ω, T ) koriste¢i zakone termodinamike i elektromagnetizma :

f(ω, T ) = ω3F

(
ω

T

)
, (3.24)

gdje je F
(
ω
T

)
neka nepoznata funkcija koja zavisi samo od omjera ω i T . Iz nje

se mogao naslutiti oblik Stefan-Bolcmanovog zakona kori²tenjem relacije (3.23):

ET =

∫ ∞
0

ω3F

(
ω

T

)
dω. (3.25)
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Uvo�enjem smjene ω
T = x; dω = Tdx dobijamo:

ET =

∫ ∞
0

T 3x3F (x)Tdx = T 4

∫ ∞
0

x3F (x)dx = σT 4, (3.26)

gdje smo odre�eni integral u gornjem izrazu ozna£ili sa σ. Vidimo da smo dobili
oblik Stefan-Bolcmanovog zakona. Poznavanje funkcije F (x) omogu¢ilo bi nam
da izra£unamo odre�eni integral

∫∞
0
x3F (x)dx iz gornje relacije ²to bi trebalo

dati vrijednost Stefan-Bolcmanove konstante σ.
Iako Vinova funkcija nije bila potpuna, omogu¢ila je da se potvrdi i druga

eksperimentalna £injenica tj. da se maksimum funkcije φ(λ, T ) pomjera ka ma-
njim talasnim duºinama sa porastom temperature ²to ¢emo pokazati u nastavku.
Koriste¢i relacije (3.18) i (3.24) dobijamo da je:

φ(λ, T ) =
ω2

2πc
f (ω, T ) =

ω5

2πc
F

(
ω

T

)
=

(2πc)4

λ5
F

(
2πc

λT

)
=
C

λ5
Ψ(λT ), (3.27)

gdje smo sa C ozna£ili sve konstante koje se pojavljuju u gornjem izrazu i uveli
smo neku novu nepoznatu funkciju Ψ koja zavisi samo od proizvoda λ i T .

Slika 3.3. Pore�enje eksperimentalnih rezultata i Vinove funkcije.

Funkcija Ψ se nije mogla odrediti samo iz termodinami£kih razmatranja, te je
Vin kasnije uspio dobiti oblik ove funkcije uz pomo¢ nekih pretpostavki o samom
mehanizmu nastanka zra£enja:

Ψ(λT ) = e−
C1
λT (3.28)

gdje je C1 neka konstanta. Talasna duºina λm pri kojoj funkcija φ(λ, T ) dostiºe
svoj maksimum dobija se iz uslova:[

dφ(λ, T )

dλ

]
λ=λm

= 0. (3.29)
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Deriviranjem jedna£ine (3.27) po λ i kori²tenjem (3.28) dobijamo:

dφ(λ, T )

dλ
= C

−5e−
C1
λT

λ6
+
e−

C1
λT

λ5
C1

λ2T

 = −Ce
−C1
λT

λ6

(
5− C1

λT

)
. (3.30)

Kad gornji izraz izjedna£imo s nulom za λ = λm, slijedi

5− C1

λmT
= 0. (3.31)

Ova relacija je ispunjena samo ako je proizvod λmT jednak nekoj konstanti koju
smo ozna£ili sa b tj. ako vrijedi:

λmT = b. (3.32)

Navedeni zakon poznat je pod nazivom Vinov zakon, a konstanta b je Vinova
konstanta koja je odre�ena eksperimentalno i iznosi b=2,9·10−3 mK. Vinov za-
kon pokazuje da se pri porastu temperature na kojoj tijelo zra£i, maksimum
funkcije spektralne raspodjele pomijera ka manjim talasnim duºinama. Ovu po-
javu moºemo uo£iti prilikom zagrijavanja gvoº�a do crvenog usijanja. Kad ga
dodatno zagrijemo na vi²u temperaturu po£inje da emituje plavi£astu svjetlost.
Zvijezde zra£e kao crna tijela pa njihova boja zavisi od njihove temperature.
Ukoliko poznajemo talasnu duºinu pri kojoj se dobija maksimum zra£enja, iz
Vinovog zakona moºemo izra£unati temperaturu zvijezde.

Pore�enjem Vinove funkcije sa eksperimentalnim rezultatima (slika 3.3) mo-
ºemo primijetiti dobro slaganje u podru£ju malih talasnih duºina, dok je za
velike talasne duºine odstupanje od eksperimenta zna£ajno.

3.5 Rejli-Dºinsov zakon

U poku²aju da odrede oblik funkcije f(ω, T ), britanski �zi£ari Lord Rejli (Re-
ileigh) i Dºejms Dºins (James Jeans) su krenuli od teoreme klasi£ne statisti£ke
�zike o raspodjeli energije prema stepenima slobode. Oni su pretpostavili da
atomi crnog tijela predstavljaju klasi£ne harmonijske oscilatore koji imaju na-
elektrisanje i mogu da razmjenjuju energiju sa okolinom putem EM polja. Kad
se pobude, takvi oscilatori emituju kontinuiran spektar. U stanju termodina-
mi£ke ravnoteºe na svaki EM oscilator otpada kT energije, gdje je k Boltzmanova
konstanta. Pri tome kT

2 otpada na energiju elektri£nog, a drugo kT
2 na ener-

giju magnetnog polja. Uz ovu pretpostavku dobili su detaljan oblik funckije
spektralne raspodjele zra£enja:

f(ω, T ) =
ω2

4π2c2
kT (3.33)

ili

φ(λ, T ) =
2πc

λ4
kT. (3.34)

Ukoliko jedna£inu (3.33) pomnoºimo i podijelimo sa ω dobi¢emo oblik Vinovog
zakona:

f(ω, T ) =
ω3

4π2c2
k
T

ω
. (3.35)
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Po²to imamo funkciju f(ω, T ) moºemo izra£unati integralnu emisionu mo¢:

ET =

∫ ∞
0

ω2

4π2c2
kTdω =

kT

4π2c2

∫ ∞
0

ω2dω =∞. (3.36)

Iako izvedena uz korektno kori²tenje zakona klasi£ne �zike, integralna emisiona
mo¢ ACT je beskona£na. U �zici je ovaj rezultat poznat pod nazivom ultra-
ljubi£asta katastrofa. Na slici 3.4 prikazana je funkcija Rejli-Dºinsa zajedno
sa eksperimentalnim rezultatima. Moºemo primijetiti da je njeno slaganje sa
eksperimentom dobro u podru£ju velikih talasnih duºina (infracrveno podru-
£je) dok se u podru£ju malih talasnih duºina (ultraljubi£asto podru£je) veoma
razlikuje od eksperimenta. Iz ovog rezultata je bilo jasno da se teoretski mo-
del za opisivanje zra£enja ACT mora zasnovati na nekim potpuno druga£ijim
pretpostavkama nego do tad.

Slika 3.4. Prikaz eksperimentalnih rezultata (pune linije) i rezultata
Rejli-Dºinsa (isprekidana linija). Ovaj neuspijeh klasi£ne teorije poznat je kao

ultraljubi£asta katastrofa.

3.6 Plankov zakon zra£enja crnog tijela

Plank je 1900. godine uspio dobiti funkciju f(ω, T ) koja se u potpunosti slaºe
sa eksperimentalnim rezultatima. On je pretpostavio da atomi ACT emituju
energiju u vidu malih odvojenih porcija tzv. kvanata energije koji su kasnije
nazvani fotonima. Za razliku od toga, klasi£na �zika je smatrala da atomi
energiju emituju kontinuirano. Plank kaºe da je energija jednog fotona propor-
cionalna frekvenciji ν EM zra£enja tj.

ε = hν = ~ω, (3.37)

gdje je h Plankova konstanta, a ~ redukovana Plankova konstanta. Vrijednost
Plankove konstante je odre�ena eksperimentalno i iznosi:

h = 6, 626 · 10−34 Js (3.38)
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odnosno

~ =
h

2π
= 1, 054 · 10−34 Js. (3.39)

Plank je atome zamislio kao kvantne oscilatore koji mogu da se nalaze samo
u odre�enim stanjima gdje je njihova energija jednaka cjelobrojnom umno²ku
najmanje koli£ine energije ~ω tako da je energija n-tog stanja data sa:

εn = nhν = n~ω, (3.40)

gdje je n=0,1,2,.. Ovaj pojam kvantiziranosti energije predstavlja ro�endan
kvantne �zike, a broj n se zove kvantni broj. Pri emisiji energije oscilatori
prelaze iz jednog u drugo stanje skokovito ne prolaze¢i kroz me�ustanja. Model
na kojem je Plank zasnovao svoje razmatranje je sli£an modelu Rejli-Dºinsa s
tim ²to su Rejli i Dºins kao energiju jednog oscilatora uzimali kT dok Plank
ovu energiju zamjenjuje usrednjenom energijom iz mno²tva oscilatora energije
εn. Vrijednost srednje energije iznosi:

ε =
~ω

e
~ω
kT − 1

. (3.41)

Ukoliko u Rejli-Dºinsovu formulu (3.33) umjesto kT uvrstimo ε dobi¢emo da je:

f(ω, T ) =
ω2

4π2c2
~ω

e
~ω
kT − 1

(3.42)

ili

φ(λ, T ) =
4π2c2~
λ5

1

e
2π~c
λkT − 1

. (3.43)

Gornji izrazi u potpunosti se slaºu sa eksperimentalnim rezultatima.
Sad ¢emo razmotriti pona²anje Plankove funkcije za dva grani£na slu£aja

talasne duºine λ.
Za veliko λ (malo ω) bit ¢e ~ω << kT pa u izrazu (3.42) eksponencijalnu

funkciju e
~ω
kT moºemo razviti u red:

e
~ω
kT ≈ 1 +

~ω
kT

+ ... (3.44)

Zadrºavaju¢i se samo na linearnim £lanovima uvrsti¢emo jedna£inu (3.44) u
(3.42) odakle dobijamo:

f(ω, T ) =
ω2

4π2c2
~ω
~ω
kT

=
ω2

4π2c2
kT (3.45)

²to predstavlja Rejli-Dºinsovu funkciju.
Za malo λ (veliko ω) vrijedi da je ~ω >> kT ²to zna£i da je funkcija e

~ω
kT

velika pa u relaciji (3.42) moºemo zanemariti jedinicu u nazivniku. Dobijamo
da je:

f(ω, T ) =
ω2

4π2c2
~ω
e

~ω
kT

= ω3F

(
ω

T

)
(3.46)
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²to predstavlja Vinovu funkciju. Odavde vidimo da su Rejli-Dºinsova i Vinova
funkcija samo grani£ni slu£ajevi Plankove funkcije za velike i male vrijednosti
λ.

Osim toga, koriste¢i Plankovu funkciju moºemo izvesti Stefan-Bolcmanov
zakon. Integralna emisiona mo¢ bit ¢e jednaka:

ET =

∫ ∞
0

f(ω, T )dω =
~

4π2c2

∫ ∞
0

ω3dω

e
~ω
kT − 1

. (3.47)

Uve²¢emo smjenu: ~ω
kT = x ; dω = kT

~ dx pa imamo da je

ET =
(kT )4

4π2c2~3

∫ ∞
0

x3dx

ex − 1
. (3.48)

Vrijednost integrala u jedna£ini (3.48) iznosi:∫ ∞
0

x3dx

ex − 1
=
π4

15
(3.49)

pa (3.48) postaje

ET =
(kT )4

4π2c2~3
π4

15
= σT 4. (3.50)

U gornjoj relaciji σ predstavlja Stefan-Bolcmanovu konstantu koju moºemo iz-
ra£unati kad uvrstimo brojne vrijednosti za konstante k, ~, c i π:

σ =
k4

4π2c2~3
π4

15
= 5, 6696 · 10−8

W
m2K4 . (3.51)

Ovo je u odli£noj saglasnosti sa eksperimentalno odre�enom vrijedno²¢u za σ. Iz
Plankove formule moºemo izvesti i Vinov zakon pomijeranja ²to ¢emo pokazati
u nastavku. Krenu¢emo od funkcije (3.43), diferencira¢emo je po λ i izjedna£iti
sa nulom: [

dφ(λ, T )

dλ

]
λ=λm

= 0 (3.52)

[
dφ(λ, T )

dλ

]
λ=λm

=
4π2c2~
λ6

[
2πc~
λkT e

2πc~
λkT − 5(e

2πc~
λkT − 1)

]
(
e

2πc~
λkT − 1

)2 = 0. (3.53)

Jedna£ina (3.53) ¢e biti ispunjena ako je brojnik jednak nuli tj.

2πc~
λmkT

e
2πc~
λmkT − 5

(
e

2πc~
λmkT − 1

)
= 0. (3.54)

Uve²¢emo smjenu:

2πc~
λmkT

= x (3.55)

tako da se gornja jedna£ina svodi na:

xex − 5(ex − 1) = 0. (3.56)

128



Ako malo preuredimo (3.56) dobijamo da je:

5− x = 5e−x. (3.57)

Ovo je transcedentna jedna£ina i moºe se rije²iti numeri£ki ili gra�£ki. Ako ovo
rije²imo gra�£ki (slika 3.5) vidimo da dobijamo dva rje²enja, jedno je trivijalno
(x = 0) dok nam je drugo rje²enje x = 4, 965.

Slika 3.5. Gra�£ko rje²enje transcedentne jedna£ine.

Sad kad imamo x, iz relacije (3.55) moºemo izra£unati λmT uvr²tavanjem poz-
natih konstanti:

λmT =
2πc~

4, 965k
= b. (3.58)

Dobijamo da je b=2,857·10−3 mK ²to je u odli£noj saglasnosti sa eksperimen-
talnom vrijedno²¢u Vinove konstante.

Saglasnot eksperimenta i teorije dala je potvrdu da Plackova ideja o diskonti-
nuiranoj emisiji energije ima smisla. Ovo je zna£ilo kraj tradicionalnih shvatanja
u klasi£noj �zici i elektrodinamici da se sve u prirodi de²ava neprekidno. Ipak,
postojala je odre�ena sumnja u ispravnost Plankove pretpostavke, £ak ni sam
Plank nije bio ba² potpuno uvjeren u njenu ispravnost. Me�utim, u narednim
godinama, pokazalo se da ova Plankova hipoteza ne samo da nije zamijenjena
nekom boljom, ve¢ je uspjela objasniti cijeli niz eksperimenata koji se do tada
nisu mogli objasniti, kao i cijeli niz drugih pojava iz svijeta atoma.
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Poglavlje 4

Potvrde kvantne prirode

svjetlosti

U nastavku ¢emo razmotriti nekoliko eksperimentalnih £injenica koje su potvr-
dile Plankovu hipotezu o postojanju fotona tj. kvanata energije. To su:

1. Fotoelektri£ni efekat,

2. Kratkotalasna granica kontinuiranog dijela spektra X-zra£enja,

3. Komptonov efekat i

4. Linijski spektri atoma.

4.1 Fotoelektri£ni efekat

Njema£ki �zi£ar Hajnrih Rudolf Herc (Heinrich Rudolf Hertz) je 1887. godine
otkrio, ali nije objasnio fotoelektri£ni efekat, koji je ostao zagonetka u �zici
sve do po£etka XX vijeka. Pojava da materijal nakon ²to se obasja svjetlo²¢u
odgovaraju¢e frekvencije, koja je ve¢a od neke grani£ne vrijednosti, emituje
elektrone naziva se fotoelektri£ni efekat ili fotoefekat. Izbijeni elektron se
naziva fotoelektron. Ure�aj za prou£avanje fotoelektri£nog efekta na metalima
prikazan je na slici 4.1.

Slika 4.1. �ematski prikaz ure�aja za mjerenje fotostruje.
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Unutar vakuumske cijevi nalaze se dvije elektrode, katoda i anoda, izme�u ko-
jih postoji odre�ena potencijalna razlika. Monohromatska svjetlost obasjava
katodu iz koje izbija elektrone. Struja elektrona se registruje pomo¢u osjetlji-
vog ure�aja, galvanometra. Prilikom prou£avanja fotoefekta prikupljen je veliki
broj eksperimentalnih £injenica koje ¢emo razmotriti u nastavku:

1. Fotostruja zasi¢enja je proporcionalna �uksu upadne svjetlosti Φ ²to je
prikazano na slici 4.2. Vidi se da fotostruja raste dok ne do�e do zasi¢enja
(svi elektroni su stigli sa katode na anodu) i da ve¢i �uks daje ve¢u struju
zasi¢enja (ve¢i broj elektrona).

Slika 4.2. Zavisnost fotostruje od primijenjenog napona.

2. Kada se primijeni obrnuta polarizacija elektroda (katoda pozitivna, a
anoda negativna) mogu¢e je struju fotoelektrona, £ak i onih najbrºih sa
najve¢om kineti£kom energijom, svesti na nulu. Napon pri kojem se ovo
de²ava naziva se napon ko£enja ili zako£ni potencijal Uk koji je tako-
�er ozna£en na slici 4.2. Moºemo napisati da je

eUk = Emax =
mv2max

2
(4.1)

gdje je Emax kineti£ka energija najbrºih elektrona, m je njihova masa, a
vmax njihova brzina.

3. Za fotokatodu od datog materijala, fotoefekat ¢e se desiti tek kad se ona
obasja svjetlo²¢u £ija je frekvencija ve¢a od neke grani£ne vrijednosti. Ova
grani£na frekvencija ω0 zove se crvena granica fotoefekta i za veliki broj
materijala leºi u oblasti ultraljubi£aste svjetlosti. Samo za alkalne metale
(K, Na, Rb, Cs) ova granica je u crvenom ili infracrvenom dijelu spektra
(odatle i naziv crvena granica jer su se eksperimenti najprije radili sa ovim
materijalima).

4. Struja se pojavljuje trenutno, gotovo istovremeno kad se povr²ina metala
obasja svjetlo²¢u.

5. Eksperimenti su pokazali da je napon ko£enja linearna funkcija frekvencije
upadne svjetlosti tj.

Uk = aω − φ, (4.2)
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gdje su a i φ neke konstante (φ zavisi od vrste materijala katode).

Ovo je prikazano na slici 4.3 gdje je sa ω0 ozna£ena crvena granica foto-
efekta.

Slika 4.3. Zavisnost napona ko£enja od kruºne frekvencije.

Ukoliko relaciju (4.2) pomnoºimo sa e i iskoristimo (4.1) dobijamo:

Emax = eUk = eaω − eφ. (4.3)

Po²to kineti£ka energija elektrona ne moºe biti manja od nule, slijedi da
mora biti zadovoljeno:

eaω − eφ > 0⇒ ω >
φ

a
= ω0. (4.4)

Iz veze talasne duºine i kruºne frekvencije (3.8), moºemo izvesti i odgova-
raju¢i uslov za talasnu duºinu:

λ 6
2πca

φ
= λ0. (4.5)

Vidimo da se iz eksperimentalnih razmatranja dobija vrijednost grani£ne
frekvencije odnosno talasne duºine-crvena granica fotoefekta. Svjetlost
frekvencije manje od ω0 tj. talasne duºine ve¢e od λ0 ne moºe izbiti
elektrone iz datog metala.

Ove eksperimentalne £injenice bile su u potpunoj suprotnosti sa o£ekivanjima
klasi£ne �zike i elektrodinamike prema kojima je svjetlost talas. Prema klasi£noj
�zici o£ekivalo se da:

1. Kineti£ka energija elektrona treba da poraste sa intenzitetom upotrebljene
svjetlosti. Vidjeli smo da eksperimenti pokazuju da to nije slu£aj. S po-
rastom intenziteta svjetlosti raste samo struja zasi¢enja tj. broj elektrona,
ali ne i njihova kineti£ka energija.

2. Fotoelektri£ni efekat treba da se de²ava za svaku svjetlost odgovaraju¢eg
intenziteta nezavisno od njene frekvencije, ali eksperimenti su pokazali da
postoji neka grani£na frekvencija ispod koje se fotoefekat ne de²ava bez
obzira na intenzitet upotrijebljene svjetlosti.
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3. Potrebno je odre�eno vrijeme da elektron koji je pogo�en svjetlosnim ta-
lasom upije njegovu energiju i da napusti katodu, ²to nije u skladu sa
eksperimentima koji su pokazali da je fotoefekat gotovo trenutan.

Obja²njenje fotoefekta dao je njema£ki �zi£ar Albert Ajn²tajn (Albert Einstein)
i za to je 1905. godine dobio Nobelovu nagradu za �ziku. Naime, ve¢ je bila
poznata Plankova hipoteza o postojanju fotona - svjetlosnih kvanata koju smo
ranije spominjali. Plank je ovu hipotezu iskoristio za obja²njenje zra£enja apso-
lutno crnog tijela. Ajn²tajn je Plankovu ideju pro²irio i na apsorpciju svjetlosti
i predloºio da se fotoelektri£ni efekat moºe objasniti tako da jedan svjetlosni
foton pada na metal, predaje svu svoju energiju jednom elektronu unutar me-
tala i onda prestaje da postoji. Minimalna koli£ina energije koja je elektronu
potrebna da napusti metal zove se izlazni rad i ozna£ava se sa Ai. Dakle, da bi
se desio fotoefekat, elektron mora da primi energiju u iznosu izlaznog rada. Os-
tatak energije, ako ga ima, se tro²i na kineti£ku energiju elektrona. To moºemo
napisati u slijede¢em obliku:

hν = ~ω = Ai + Emax = Ai +
mv2max

2
. (4.6)

Ovo je poznato kao Ajn²tajnova jedna£ina fotoefekta i ustvari predstavlja
zakona o odrºanju energije. Vrati¢emo se sad na eksperimentalnu relaciju (4.3)
i napisati je u malo druga£ijem obliku

eaω = eφ+ Emax. (4.7)

Pore�enjem (4.6) i (4.7), te kori²tenjem slike 4.3 vidimo da je ~ = ea = etgα
i Ai = eφ, gdje a predstavlja nagib pravca, a φ odsje£ak na y osi. Mjerenjem
zavisnosti Uk(ω) moºemo odrediti vrijednost Plankove konstante i izlaznog rada.
Izlazni rad je reda veli£ine nekoliko eV (1 eV=1,6·10−19 J). On zavisi od vrste
metala i isti je za sve elektrone u jednom metalu. U tabeli 4.1 je dato nekoliko
primjera za veli£inu izlaznog rada razli£itih metala. Ukoliko se elektron nalazi
smje²ten negdje dublje u metalu, treba¢e mu ve¢a energija od izlaznog rada da
napusti metal ²to zna£i da ¢e imati manju kineti£ku energiju nakon izlaska iz
metala.

Metal Ai (eV ) Metal Ai (eV )
Li 2, 4 W 4, 5
Na 2, 1 Pd 5, 0
K 2, 0 Pt 6, 3

Tabela 4.1. Vrijednosti izlaznog rada za neke metale.

4.2 Kratkotalasna granica kontinuiranog dijela spek-
tra X-zra£enja

Fotoelektri£ni efekat je pokazao da fotoni mogu prenijeti svoju energiju elektro-
nima. Postavlja se pitanje da li je mogu¢ i obrnut proces tj. da li elektroni mogu
prenijeti svu ili dio svoje kineti£ke energije fotonu. Pokazalo se ne samo da ovaj
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inverzni fotoefekat postoji, nego da je otkriven prije radova Planka i Ajn²tajna.
1895. godine njema£ki �zi£ar Vilhelm Rendgen (Wilhelm Röntgen) je otkrio
nepoznato prodorno zra£enje koje nastaje kad se brzi elektroni sudaraju sa ma-
terijom. Brzo je otkriveno da se ovi tzv. X-zraci prostiru po pravim linijama,
da na njih ne djeluju elektri£na i magnetna polja, da prolaze kroz neprovidne
materijale, da uzrokuju sjaj fosforescentnih materijala i da vr²e ekspoziciju fo-
tografskih plo£a. �to su brºi dolazni elektroni, to je zra£enje prodornije i ve¢i
mu je intenzitet. Ubrzo nakon ovog otkri¢a postalo je jasno da su X-zraci EM
talasi. Na slici 4.4 je prikazana rendgenska cijev.

Slika 4.4. �ematski prikaz rendgenske cijevi.

Zagrijana katoda emituje elektrone koji uslijed ubrzavaju¢e razlike potencijala
U , putuju prema metalnoj anodi. Anoda je nagnuta pod odre�enim uglom
prema zraci elektrona. Cijev je evakuisana da bi se sprije£ili sudari elektrona
sa atomima gasa. U procesu sudara elektrona sa anodom, najve¢i dio nastalog
zra£enja je toplotno zra£enje, te je potrebno hladiti anodu vodom. Samo mali
procenat zra£enja, izme�u 1 % i 3 %, odlazi iz cijevi u vidu X-zraka. Spektar
rendgenskog zra£enja je prikazan na slikama 4.5 i 4.6.

Slika 4.5. Intenzitet zra£enja I u zavisnosti od talasne duºine λ za razli£ite
napone ubrzanja U1, U2 i U3 za isti materijal anode.

Razlikujemo dva dijela ovog spektra: kontinuirani i linijski. Kontinuirani
spektar koji se jo² zove i zako£no zra£enje je prikazan na slici 4.5. Linijski
spektar koji se jo² zove i karakteristi£ni ili diskretni je superponiran na kon-
tinuirani dio spektra i prikazan je u vidu pikova na slici 4.6. Vidimo da spektar
ne kre¢e iz koordinatnog po£etka ve¢ uvijek postoji neka minimalna talasna du-
ºina λ0 u kratkotalasnom podru£ju. Izgled spektra zavisi od energije elektrona
i materijala anode. Sve dok je energija upadnih elektrona mala, javlja se samo
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Slika 4.6. Intenzitet zra£enja I u zavisnosti od talasne duºine λ za isti napon
ubrzanja U za razli£ite materijale anode A i B.

kontinuirani spekatar. Sa slike 4.5 se vidi da se pove¢anjem ubrzavaju¢eg na-
pona za isti materijal anode, postiºe manje λ0, ali nikad ne dostiºe vrijednost
nule. Za razne napone ubrzanja elektrona na istoj anodi nastaju X-zraci sa raz-
li£itom minimalnom talasnom duºinom. Sa slike 4.6 se vidi da ¢e za isti napon
ubrzanja, intenzitet zra£enja biti razli£it za razli£ite materijale anode, ali ¢e λ0
za sve njih biti ista.

Eksperimentalno je na�ena relacija koja utvr�uje vezu izme�u λ0 i napona
ubrzanja U

λ0 =
1241

U
. (4.8)

U gornjoj relaciji λ0 je izraºeno u nm, a U u voltima. Klasi£na �zika nije dala
odgovaraju¢e obja²njenje ovog fenomena jer prema klasi£noj �zici nema razloga
da spektar rendgenskog zra£enja ne kre¢e iz koordinatnog po£etka.

U nastavku ¢emo objasniti kontinuirani spektar rendgenskog zra£enja i pos-
tojanje λ0, a linijski dio ¢emo obraditi ne²to kasnije. Kontinuirani dio spektra
nastaje usporavanjem brzih elektrona kad se na�u u polju atomske jezgre u
materijalu anode. Prilikom usporavanja elektron gubi dio svoje po£etne ener-
gije i pri tome emituje foton £ija je energija jednaka razlici kineti£ke energija
elektrona prije i nakon sudara sa jezgrom. Prije sudara sa jezgrom kineti£ka
energija elektrona zavisi od ubrzavaju¢eg napona i jednaka je

Ek = eU. (4.9)

Ukoliko elektron izgubi svu svoju kineti£ku energiju u jednom sudaru, nasta¢e
foton maksimalne energije (tj. maksimalne frekvencije ili minimalne talasne
duºine)

Ek = eU = hνmax =
hc

λ0
(4.10)

£ime je potvr�ena eksperimentalna relacija (4.8).
Usvajanjem ideje da elektron predaje svu svoju energiju jednom fotonu

obja²njeno je postojanje λ0. Op¢enito, elektroni usporavanjem u polju jezgre
mogu izgubiti razli£ite iznose energije pa zato nastaju fotoni razli£itih energija
²to daje kontinuiran spektar.Time je jo² jednom potvr�eno da ideja o postojanju
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fotona moºe da objasni eksperimentalni rezultat koji nije mogao biti obja²njen
klasi£no.

Zbog sposobnosti X-zraka da prolaze kroz neprovidne materijale, ubrzo na-
kon njihovog otkri¢a, zapo£ela je njihova upotreba u medicini. Unutar ljudskog
tijela nalaze se kosti koje su ve¢e gusto¢e i meka tkiva koja su manje gusto¢e.
Uslijed te razlike u gusto¢i, slika koju dobijamo nakon izlaganja rendgenskom
zra£enju se sastoji od tamnijih i svjetlijih dijelova te je ovu metodu mogu¢e
koristiti u dijagnosti£ke svrhe.

4.3 Komptonov efekat

Prilikom rasijanja X-zraka na gra�tu ²to je prikazano na slici 4.7, Kompton je
1923. godine opazio da rasijano X-zra£enje ima malo ve¢u talasnu duºinu od
upadnog zra£enja. Razlika tih dviju talasnih duºina zavisi od ugla rasijanja θ.

Slika 4.7. �ematski prikaz Komptonovog efekta. X-zrake iz izvora prolaze kroz
kolimator i rasijavaju se na gra�tu. Na detektoru se opaºa talasna duºina

rasijanog zra£enja.

Ako sa λ
′
ozna£imo talasnu duºinu rasijanog zra£enja, a sa λ talasnu duºinu

upadnog zra£enja tada je njihova razlika ∆λ:

∆λ = λ
′
− λ = λc(1− cosθ), (4.11)

gdje je λc tzv. Komptonova talasna duºina, konstanta koja je odre�ena eks-
perimentalno i iznosi 2, 426 · 10−12 m. Sama jedna£ina (4.11) je poznata pod
nazivom jedna£ina Komptonovog rasijanja.

Po klasi£noj EM teoriji rasijani zraci bi trebali imati istu talasnu duºinu kao
i upadni. Kompton je rezultate svog eksperimenta uspio objasniti na osnovu
postojanja fotona te je ovaj proces jednostavno razmatrao kao sudar fotona X-
zraka i elektrona unutar gra�ta. Elektroni u sudaru dostiºu brzine koje su bliske
brzini svjetlosti pa treba koristiti relativisti£ke formule za energiju i impuls elek-
trona. U teoriji relativnosti koja vrijedi kad se objekti kre¢u brzinama bliskim
brzini svjetlosti energija je data sa

E =
√
m2

0c
4 + p2c2, (4.12)

gdje je m0 masa mirovanja £estice, p je impuls £estice, a c je brzina svjetlosti
u vakuumu. Ranije smo spominjali da foton ima energiju ε = hν = ~ω, ali
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nismo ni²ta govorili o njegovom impulsu. Prema teoriji relativnosti foton ima
masu mirovanja koja je jednaka nuli ²to zna£i da se on ne moºe nalaziti u stanju
mirovanja. Foton postoji jedino dok se kre¢e brzinom svjetlosti. Ako u (4.12)
uvrstimo da je za foton m0 = 0 dobijamo da je

p =
E

c
. (4.13)

Daljim uvr²tavanjem energije fotona dobijamo da je impuls fotona

p =
hν

c
=
h

λ
=

~2π

λ
= ~k, (4.14)

gdje je k talasni broj. Po²to je impuls vektorska veli£ina vrijedi da je ~p = ~~k
gdje je ~k talasni vektor.

Zamislimo da imamo foton X-zraka koji se sudara sa elektronom ²to je pri-
kazano na slici 4.8.

Slika 4.8. Foton X-zraka se rasijava na elektronu u gra�tu.

Prilikom sudara fotona i elektrona vrijede zakoni o£uvanja energije i impulsa pa
¢emo u nastavku de�nisati ove veli£ine.

Prije sudara impuls fotona je ~pf , a njegov intenzitet je pf = hν
c . Po²to

elektron prije sudara miruje, njegov impuls ~pe jednak je nuli. Nakon sudara
impuls fotona je ~pf ′ , a njegov intenzitet pf ′ = hν

′

c . Impuls elektrona je nakon
sudara ~pe′ .

Energije fotona prije i poslije sudara su εf = hν i εf ′ = hν
′
respektivno, dok

su energije elektrona prije i poslije sudara Ee = m0c
2 i Ee′ =

√
m2

0c
4 + p2

e′
c2

respektivno, gdje je m0 masa mirovanja elektrona.
Prema zakonu odrºanja impulsa je

~pf = ~pf ′ + ~pe′ . (4.15)

Razloºi¢emo vektore impulsa po x i po y-osi (vidjeti sliku 4.9). Za kretanje po
x-osi vrijedi:

hν

c
=
hν
′

c
cos θ + pe′ cosφ. (4.16)
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Slika 4.9. Razlaganje vektora impulsa fotona i elektrona po x i po y-osi.

Jedna£inu (4.16) ¢emo pomnoºiti sa c i prvi £lan s desne strane prebaciti na
lijevu ²to daje:

hν − hν
′
cos θ = pe′ c cosφ, (4.17)

a zatim ¢emo izraz kvadrirati:

(hν − hν
′
cos θ)2 = p2

e′
c2 cos2 φ. (4.18)

Za kretanje po y-osi vrijedi:

0 =
hν
′

c
sin θ − pe′ sinφ. (4.19)

Kad prvi £lan s desne prebacimo na lijevu stranu, a zatim pomnoºimo jedna£inu
sa c i kvadriramo je dobi¢emo:

(hν
′
sin θ)2 = p2

e′
c2 sin2 φ. (4.20)

Sabiranjem (4.18) i (4.20) dobijamo

(hν)2 − 2hνhν
′
cos θ + (hν

′
cos θ)2 + (hν

′
sin θ)2 =

= p2
e′
c2 cos2 φ+ p2

e′
c2 sin2 φ. (4.21)

Zbog poznate £injenice iz trigonometrije koja kaºe da je za neki ugao α, sin2 α+
cos2 α = 1 slijedi:

(hν)2 − 2hνhν
′
cos θ + (hν

′
)2 = p2

e′
c2. (4.22)

Iz zakona odrºanja energije imamo da je:

εf + Ee = εf ′ + Ee′ . (4.23)

Kad uvrstimo energije fotona i elektrona u gornju jedna£inu dobijamo:

hν +m0c
2 = hν

′
+
√
m2

0c
4 + p2

e′
c2. (4.24)
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Moºemo preurediti gornji izraz tako da na desnoj strani ostavimo samo £lan sa
kvadratnim korijenom:

(hν − hν
′
) +m0c

2 =
√
m2

0c
4 + p2

e′
c2, (4.25)

a zatim (4.25) kvadriramo. Dobi¢emo da je

(hν)2 − 2hνhν
′
+ (hν

′
)2 + 2(hν − hν

′
)m0c

2 = p2
e′
c2, (4.26)

gdje smo sa lijeve i desne strane skratili isti £lan m2
0c

4. Vidimo da su desne
strane jedna£ina (4.22) i (4.26) jednake pa moºemo izjedna£iti i njihove lijeve
strane:

(hν)2 − 2hνhν
′
cos θ + (hν

′
)2 =

= (hν)2 − 2hνhν
′
+ (hν

′
)2 + 2(hν − hν

′
)m0c

2. (4.27)

Nakon skra¢ivanja odre�enih £lanova preosta¢e izraz:

m0c
2(ν − ν

′
) = hνν

′
(1− cos θ). (4.28)

Kad gornji izraz podijelimo sa νν
′
dobi¢emo:

m0c(λ
′
− λ) = h(1− cos θ). (4.29)

Odavde kona£no dobijamo:

∆λ = λ
′
− λ =

h

m0c
(1− cos θ). (4.30)

gdje je h
m0c

Komptonova talasna duºina za elektron koja je nakon uvr²tavanja
datih konstanti u odli£nom slaganju sa eksperimentalno utvr�enom vrijedno²¢u
λc=2,426·10−12 m.

4.4 Linijski spektri atoma

Uºarena £vrsta tijela, teku¢ine i gasovi pri visokom pritisku i temperaturi emi-
tuju svjetlost s kontinuiranim talasnim duºinama. Tako npr. nit sijalice je izvor
bijele svjetlosti. Bijela svjetlost se prolaskom kroz prizmu razlaºe i na ekranu
se vidi kontinuiran spektar zra£enja ²to je prikazano na slici 4.10 a). Eksperi-
mentalno je pokazano da su spektri atoma linijski, a ne kontinuirani. Linijski
spektri atoma mogu biti emisioni i apsorpcioni.

Emisioni spektar nastaje kad na neki na£in pobudimo atome (npr. prolaskom
struje kroz gas ili paru koja je na ne²to niºem pritisku od atmosferskog). Tad se
iz gasnog praºnjenja snop svjetlosti usmjeri na prizmu koja vr²i njeno razlaganje.
Na zaklonu se vide linije koje odgovaraju samo odre�enim talasnim duºinama
²to je prikazano na slici 4.10 b). Ovo ustvari zna£i da su atomi gasa pobu�eni
strujom emitovali samo odre�ene talasne duºine.

Apsorpcioni spektar nastaje kad se snop bijele svjetlosti propusti kroz gas
ili paru te se usmjeri na prizmu. Nakon prolaska kroz prizmu vidi se da u
kontinuiranom spektru koji poti£e od sijalice nedostaju neke linije ²to zna£i da
jedan dio spektra nakon prolaska kroz gas ili paru apsorbuju prisutni atomi tako

140



Slika 4.10. a) kontinuirani spektar, b) emisioni spektar, c) apsorpcioni spektar.

da se pri izlasku iz prizme na mjestima apsorbovanih talasnih duºina pojavljuju
tamne linije (slika 4.10 c)).
Bilo da se posmatra emisioni ili apsorpcioni spektar, svaki hemijski element
pokazuje jedinstvenu raspodjelu frekvencija tj. svoj vlastiti spektar ²to se moºe
vidjeti na slici 4.11. Dio �zike koji istraºuje emisiju ili apsorpciju spektara naziva
se spektroskopija. Ova mjerna tehnika je veoma zastupljena jer se frekvencije
mogu mjeriti sa veoma velikom ta£no²¢u od milijarditog dijela osnovne jedinice.
Osnove prakti£ne spektralne analize postavio je Kirhof 1859. godine. Nakon
toga su ura�eni mnogi eksperimenti i prikupljeno je veoma mnogo podataka o
linijskim spektrima raznih elemenata. Interesantno je da je npr. helij otkriven
pomo¢u spektralne analize Sun£eve svjetlosti prije nego ²to je izolovan na Zemlji.
Zato je i dobio naziv koji poti£e od gr£ke rije£i helios ²to zna£i Sunce.

Slika 4.11. Emisioni spektri razli£itih atoma.

Prilikom prou£avanja spektara uo£eno je da se linije raspore�uju u odre�ene
nizove ili serije. Traºila se veza izme�u spektralnih serija i mogu¢e strukture
atoma te se postavilo pitanje da li se moºe odrediti talasna duºina svjetlosti
koja odgovara spektralnim linijama. Prvo je ²vajcarski �zi£ar Johan Jakob
Balmer (Johann Jacob Balmer) 1885. godine otkrio da se vodikov spektar moºe
prikazati jednostavnom matemati£kom formulom. Njemu su bile poznate £etiri
linije iz vidljivog dijela spektra i ta serija je nazvana Balmerova serija. Uskoro
su otkrivene i druge serije izvan vidljivog dijela spektra i dobile su nazive po
nau£nicima koji su ih otkrili: Lajmanova (Lymanova), Pa²enova (Pashenova),
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Braketova (Bracketova)...
�vedski �zi£ar Johanes Robert Ridberg (Johannes Robert Rydberg) je 1888.

godine pokazao da se sve ove serije mogu predstaviti jednom formulom koja je
poznata pod nazivom Ridbergova formula:

1

λ
= RH

(
1

n2
− 1

m2

)
, (4.31)

gdje je λ talasna duºina, RH=1,097·107 m−1 je Ridbergova konstanta, a m i
n su cijeli brojevi pri £emu je n<m. Za svaku seriju n ima ta£no odre�enu
vrijednost, npr. za Lajmanovu seriju n=1 dok je za Braketovu n=2. Serije
vodikovog spektra su prikazane u tabeli (4.2).

Serija Podru£je zra£enja 1
λ (m−1) m

Lajmanova UV RH
(

1
12 −

1
m2

)
2,3,4,...

Balmerova vidljivo RH
(

1
22 −

1
m2

)
3,4,5,...

Pa²enova IR RH
(

1
32 −

1
m2

)
4,5,6,...

Braketova IR RH
(

1
42 −

1
m2

)
5,6,7,...

Pfundova IR RH
(

1
52 −

1
m2

)
6,7,8...

Tabela 4.2. Serije atoma vodika.

Ustanovljeno je da atomi emituju iste one frekvencije koje i apsorbuju. Tako
¢e npr. na mjestu gdje su u emisionom spektru vodika bile svijetle linije, u
apsorpcionom spektru biti tamne linije. Pokazalo se da modi�kovana formula
(4.31) vrijedi i za jone sli£ne vodiku tj. jone koji imaju jedan elektron npr.
He+,Li2+,Be3+:

1

λ
= RHZ

2

(
1

n2
− 1

m2

)
, (4.32)

gdje je Z atomski broj tj. broj protona u jezgri.
U navedenim formula pojavljuju se cijeli brojevi n i m ²to je ukazivalo na

izvjesne diskretne osobine atoma kroz ²ta se mogla naslutiti kvantiziranost nekih
osobina atoma. Klasi£na �zika nije mogla objasniti nastanak linijskih spektara
atoma. Spektre atoma je 1913. godine objasnio danski �zi£ar Nils Bor (Niels
Bohr) uz pomo¢ svog modela atoma vodika o £emu ¢e biti govora u nastavku.
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Poglavlje 5

Modeli atoma

Ideja da se materija sastoji od nevidljivih £estica, atoma, datira jo² iz vremena
starih Grka. Gr£ki �lozof Demokrit (Democritus) je u IV vijeku p.n.e postavio
prvu atomisti£ku teoriju, smatraju¢i da se atom ne moºe dalje dijeliti. Ove
ideje su bilo £isto spekulativne prirode jer nije bilo nikakvih eksperimentalnih
dokaza o postojanju atoma. Tek razvojem mijerne tehnike, krajem XIX i
po£etkom XX vijeka njihove hipoteze su se mogle i dokazati. Po£etak razvoja
nau£nog shvatanja atoma veºe se za hemi£are Lavoazijea (Lavoisier) i Prusta
(Proust), te Daltona koji je mjerio mase pri stvaranju i razgra�ivanju hemijskih
jedinjenja i pri tome otkrio zakon o odrºanju masa. Me�utim, pokazalo se da
atom nije nedjeljiv ve¢ da se sastoji od manjih £estica. Prva elementarna £estica
koja je otkrivena je bio elektron. Otkrio ga je britanski �zi£ar Dºozef Dºon
Tomson (Joseph John Thompson) 1897. godine u Kevendi²evoj (Cavendish)
laboratoriji u Kembridºu (Cambridge). Koristio je eksperimente sa katodnom
cijevi i uspio da odredi tzv. speci�£ni naboj elektrona tj. odnos njegovog naboja
i mase. Kasnije je Robert Endruz Miliken (Robert Andrews Millikan), ameri£ki
�zi£ar, uspio da odredi naelektrisanje pojedina£nog elektrona pa je mogla biti
izra£unata i masa elektrona. U to vrijeme je procijenjeno da je red veli£ine
atoma 10−10 m. Ova otkri¢a su bila osnova za razvoj prvih modela atoma.

5.1 Stati£ki model atoma

Po²to se iz eksperimenata znalo da je elektron negativno naelektrisana £estica,
a da je atom neutralan, do²lo se do zaklju£ka da unutar atoma mora postojati
odgovaraju¢i pozitivni naboj koji ¢e kompenzirati negativni naboj elektrona.
Jedan od prvih modela atoma, dao je 1903. godine Tomson koji je predloºio
da se atom sastoji od negativno nabijenih elektrona koji su utisnuti u pozitivnu
podlogu. Ovaj model atoma se zove stati£ki, Tomsonov model atoma ili model
"pudinga od ²ljiva" jer podsje¢a na puding u koji su utisnute ²ljive.

Prema ovom modelu koji je prikazan na slici 5.1, elektroni raspore�eni u sferi
pozitivnog naboja bi trebali oscilovati oko svojih ravnoteºnih poloºaja nekom
frekvencijom ν. Naelektrisanje koje osciluje odre�enom frekvencijom trebalo bi
da zra£i EM talase iste te frekvencije tj. atom bi trebao da zra£i neku "karak-
teristi£nu frekvenciju". Mjerenja nisu pokazala takvo zra£enje iz atoma, ali bez
obzira na to ovaj model se zadrºao gotovo 13 godina dok nije eksperimentalno
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opovrgnut.

Slika 5.1. Stati£ki model atoma sa elektronima koji su utisnuti u pozitivnu
podlogu.

5.2 Raderfordov model atoma

Britanski �zi£ar lord Ernest Raderford (Ernest Rudherford) ispitivao je radioak-
tivnost i pokazao da postoje bar dvije vrste radioaktivnog zra£enja iz urana: α
i β. α £estice predstavljaju dvostruko jonizirane atome helija. U nastojanjima
da dokaºe Tomsonov model atoma, lord Raderford je sa saradnicima, Hansom
Gajgerom (Hans Gaiger) i Ernestom Mardsenom (Ernest Mardesen), izvodio
eksperimente sa tankim zlatnim listi¢ima koje je bombardovao α £esticama ²to
je prikazano na slici 5.2.

Slika 5.2. Raderfordov eksperiment sa zlatnim listi¢ima.

Mjerni ure�aj se sastojao od radioaktivnog elementa koji je sluºio kao izvor α
£estica. Kroz male otvore na olovnim plo£ama snop α £estica se fokusirao i
rasijavao na tankim zlatnim folijama debljine 3 · 10−7 m. Pravac rasijanih α
£estica se odre�ivao na osnovu scintilacija na detektoru koji je bio premazan
cink-sul�dom. Rezultati eksperimenta su bili iznena�uju¢i. α £estice su pozi-
tivno naelektrisane i ukoliko se uzme u obzir Tomsonov model atoma, o£ekivalo
se da ¢e one prilikom prolaska kroz atome zlata samo neznatno skretati sa svoje
prvobitne putanje ²to je prikazano na slici 5.3 a). Ono ²to se desilo je da je
ve¢ina £estica stvarno prolazila skoro neometano kroz zlato, me�utim neke su
£estice skretale pod velikim uglovima, a neke su £ak vra¢ene i unazad ²to je
prikazano na slici 5.3 b).
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Slika 5.3. a) O£ekivano pona²anje α £estica prema modelu Tomsona b)
Raderfordov prijedlog o postojanju jezgre u centru atoma.

Raderford je na osnovu rezultata svojih eksperimenata predloºio planetarni
model atoma koji je prikazan na slici 5.4.

Slika 5.4. Planetarni model atoma.

Zaklju£io je da unutar atoma mora postojati tzv. nukleus ili jezgra, koja je
pozitivno naelektrisana i nalazi se u centru atoma, a da se oko nje kre¢u elektroni
po kruºnim putanjama. Iz ovih eksperimenata je procijenjena i veli£ina jezgre
na 10−14 m. Veliki dio atoma u stvari predstavlja prazan prostor tako da ve¢ina
α £estica skoro ni ne skre¢e sa svoje putanje prolaze¢i kroz njega. Me�utim, ako
α £estica nai�e na jezgru onda dolazi do njenog rasijanja pod velikim uglom,
£ak i do rasijanja unazad.

Veliki problem s ovim modelom atoma je bio taj ²to bi do²lo do kolapsa
atoma. Naime, elektroni koji kruºe oko jezgre bi nakon veoma kratkog vremena
gubili energiju i pali na jezgru, tj. ne bi postojali stabilni atomi. Tako�er,
po klasi£noj teoriji takvi atomi bi trebali da emituju kontinuirane spektre, a
eksperimenti su kao ²to smo ranije ve¢ rekli pokazali da su spektri atoma linijski.

5.3 Borov model atoma

Raderfordov model je posluºio kao osnova za razvoj Borovog modela atoma. Bor
je od Raderforda preuzeo ideju o postojanju atomske jezgre i elektrona koji se
kre¢u oko nje po kruºnim putanjama. Sam je dodao dva postulata:

1. Prvi Bohrov postulat
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Elektroni se u atomu ne mogu kretati po bilo kakvim, ve¢ po ta£no odre-
�enim putanjama tzv. stacionarnim stazama ili orbitama. Kre¢u¢i se po
stacionarnim stazama, elektroni niti emituju niti apsorbuju energiju. Pri
tome je moment impulsa elektrona kvantiziran tj.

mvr = n~, (5.1)

gdje je m masa elektrona, v je njegova brzina, r je radijus staze, ~ je
redukovana Planckova konstanta, a n=1,2,3,.. je kvantni broj.

2. Drugi Borov postulat

Elektron emituje ili apsorbuje energiju samo pri prelasku iz jednog sta-
cionarnog stanja u drugo. Svjetlosni kvant koji se emituje (apsorbuje)
jednak je razlici energija stacionarnih stanja izme�u kojih se de²ava pre-
lazak:

hν = Em − En = ∆E, (5.2)

gdje su m i n cijeli brojevi koji ozna£avaju redni broj orbite.

Jedna£ina (5.2) zna£i da ¢e elektron pre¢i sa niºe orbite n na vi²u orbitu m uko-
liko apsorbuje kvant energije hν jednak razlici energija vi²eg i niºeg energetskog
stanja. Prilikom spontanog povratka na niºu orbitu emitova¢e se svjetlost frek-
vencije koja je ta£no odre�ena razlikom energija vi²eg i niºeg stanja. Emitovane
energije imaju diskretan spektar tj. njihove vrijednosti su ta£no odre�ene. Pri-
mjenom Borovih postulata na²lo se opravdanje za diskretnu strukturu atomskih
spektara i mogle su se izra£unati frekvencije tj. talasne duºine svake emitovane
linije (slika 5.5). Sam Bor je izjavio:"�im sam vidio Balmerovu formulu sve mi
je bilo jasno".

Slika 5.5. Obja²njenje linijskih spektara atoma.

Iz Borovog modela atoma mogu se prora£unati radijusi orbita kao i brzine i
energije elektrona na orbitama u atomu vodika. Polaze¢i od £injenice da elek-
tron kruºi oko jezgre (protona) moºemo napisati da je Kulonova (Coulomb) sila
kojom proton djeluje na elektron jednaka centripetalnoj sili:

mv2n
rn

=
1

4πε0

e2

r2n
, (5.3)
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gdje je m masa elektrona, e naboj elektrona, ε0 permitivnost vakuuma, a rn i
vn su radijus n-te orbite i brzina elektrona na n-toj orbiti respektivno. Ukoliko
iz jedna£ine (5.1) izrazimo brzinu na n-toj orbiti:

vn =
n~
mrn

(5.4)

i uvrstimo je u (5.3) dobi¢emo izraz za radijus n-te orbite:

rn =
n2h2ε0
πme2

. (5.5)

Za n=1 gornja jedna£ina daje radijus prve Borove orbite koji iznosi r1 = 5, 3 ·
10−11 m. Uobi£ajena oznaka za radijus prve Borove orbite u literaturi je i a0.
Radijusi vi²ih orbita mogu se izraziti preko radijusa prve Borove orbite:

rn = n2r1, (5.6)

tj. r2 = 4r1, r3 = 9r1, itd. Ukoliko uvrstimo (5.5) u (5.4) dobi¢emo brzinu
elektrona na n-toj orbiti:

vn =
e2

2nhε0
. (5.7)

Uvr²tavanjem poznatih konstanti u gornju jedna£inu dobije se da je brzina elek-
trona na prvoj stazi atoma vodika tj. u osnovnom stanju jednaka v1=2·106 m

s
.

Ukupna energija elektrona na n-toj orbiti jednaka je zbiru njegove kineti£ke i
potencijalne energije:

En = Ek + Ep. (5.8)

Kineti£ka energija elektrona data je sa:

Ek =
mv2n

2
(5.9)

i kad u gornji izraz uvrstimo (5.7) dobi¢emo da je:

Ek =
me4

8n2h2ε20
. (5.10)

Elektrostati£ka potencijalna energija ta£kastog naboja u elektri£nom polju po
de�niciji je jednaka negativnom radu koji je potreban da bi elektrostati£ka sila
Fe premjestila naboj iz beskona£nosti do posmatrane ta£ke:

Ep = −
∫ ∞
rn

Fedr = −
∫ ∞
rn

e2

4πε0r2
dr = − e2

4πε0

∫ ∞
rn

1

r2
dr = − e2

4πε0rn
. (5.11)

Kada u jedna£inu (5.11) uvrstimo (5.5) dobijamo:

Ep = − me4

4n2h2ε20
. (5.12)

Ukupna enerija je onda jednaka

En = Ek + Ep =
me4

8n2h2ε20
− me4

4n2h2ε20
= − me4

8n2h2ε20
. (5.13)
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Vidimo da je energija negativna ²to zna£i da je elektron u polju jezgre tj. u
vezanom stanju. Tako�er vidimo da je energija diskretna tj. E ∼ 1

n2 . Kad u
(5.13) uvrstimo n=1 dobi¢emo energiju osnovnog stanja atoma vodika E1=-13.6
eV. Energija pobu�enih stanja se moºe izraziti preko energije osnovnog stanja:

En =
E1

n2
. (5.14)

Energetski nivoi u atomu vodika su prikazani na slici 5.6 gdje se vidi da ¢e za
ve¢e vrijednosti kvantnog broja n energetski nivoi biti sve bliºi. Za n=1 kaºemo
da je to osnovno stanje, za n=2 prvo pobu�eno stanje itd.

Slika 5.6. Energetski nivoi atoma vodika su diskretni i negativni sve dok je
elektron vezan za atom, a nakon ²to elektron napusti atom njegova energija

postaje pozitivna i kontinuirana.

Da bi elektron pre²ao u vi²e stanje potrebno mu je dovesti energiju ekscitacije ili
pobu�enja. Najve¢u energiju ekscitacije treba dovesti elektronu koji se odvodi
sa osnovnog energetskog stanja na energetski nivo u beskona£nosti tj. elektronu
koji se odvaja od atoma. Ta energija naziva se energija jonizacije i ona za vodik
iznosi 13,6 eV. Ukoliko je elektron slobodan, njegova energija ¢e biti pozitivna
i kontinuirana. Ekscitovana energetska stanja su kratkotrajna tako da ¢e se
elektron nakon vrlo kratkog vremena (10−8 s) vratiti u osnovno stanje emituju¢i
pri tome kvant energije krakteristi£ne frekvencije.

Zna£aj Bohrove teorije je u tome ²to je rije²ena stabilnost atoma, obja²njena
je diskretna struktura atomskih spektara i ta£no je izra£unata energija jonizacije
atoma vodika. Me�utim veliki nedostatak Borove teorije je ²to vrijedi samo za
atom vodika i njemu sli£ne jone npr. He+, Li++ koji sadrºe samo po jedan
elektron. Za takve jone vrijede iste formule kao ove koje smo do sad izveli, samo
²to u izrazima (5.5), (5.7) i (5.13 ) treba uzeti u obzir naelektrisanje jezgre Ze,
gdje je Z broj protona u jezgri (atomski broj):

rn =
n2h2ε0
Zπme2

, (5.15)

vn =
Ze2

2nhε0
, (5.16)
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En = − mZ2e4

8n2h2ε20
. (5.17)

Za sloºenije atome koji sadrºe vi²e od jednog elektrona, Borova teorija nije
ponudila odgovaraju¢a obja²njenja. Jedna od eksperimentalnih £injenica koju
Borov model atoma nije mogao da objasni je tzv. "�na struktura" tj. cijepanje
atomskih linija kad se atom stavi u magnetno polje. Ovaj efekat je vidljiv
pomo¢u spektralnih aparata sa velikom mo¢i razlu£ivanja, a opazio ga je 1896.
godine holandski �zi£ar Peter Zeman (Pieter Zeeman). Sama pojava naziva se
Zemanov efekat (slika 5.7).

Slika 5.7. Normalni Zemanov efekat.

Njema£ki �zi£ar Arnold Zomerfeld (Arnold Sommerfeld) je u poku²aju usavr²a-
vanja Borovog, razvio model atoma gdje je pretpostavio da se elektroni ne kre¢u
po kruºnim ve¢ po elipti£nim orbitama. Uspio je u svojim relativisti£kim prora-
£unima da objasni "�nu strukturu" vodika, ali broj linija nije bio u saglasnosti
sa eksperimentom. Tako�er, nije bilo obja²njenja za atome sa vi²e elektrona.

Borova i Zomerfeldova teorija poznate su pod nazivom "stara kvantna te-
orija" koja predstavlja prelaz izme�u klasi£ne i kvantno-mehani£ke slike atoma.
Stara kvantna teorija nikad nije bila dovr²ena nego je moºemo posmatrati kao
set odre�enih korekcija primijenjenih na klasi£nu mehaniku. Tek kasnije, 20-ih
godina XX vijeka nova �zikalna teorija, kvantna mehanika, uspjela je da na
zadovoljavaju¢i na£in opi²e sve atome.

5.4 Potvrde Borovog modela atoma

Bez obzira na sve nedostatke Borovog modela atoma, postoje dvije eksperimen-
talne potvrde koje pokazuju da je Bor u svojim idejama bio djelimi£no u pravu:

1. Linijski spektar X-zraka (Mozlijev zakon) i

2. Frank-Hercov eksperiment.
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5.4.1 Linijski spektar X-zraka (Mozlijev zakon)

Kao ²to smo ranije napomenuli, X-zrake nastaju kad brzi elektroni udaraju u
materijal mete. Vidjeli smo da se spektar X-zraka sastoji od kontinuiranog i dis-
kretnog dijela. Kontinuirani dio spektra smo objasnili ko£enjem brzih elektrona
u polju atomske jezgre. Diskretni ili linijski dio spektra objasnio je britanski
hemi£ar Henri Mozli (Henrey Moseley) na osnovu Borovog modela atoma.

Upore�uju¢i spektre X-zraka za razli£ite elemente, zapazio je da se prela-
skom od lak²ih ka teºim elementima sve linije ravnomjerno pomijeraju na stranu
kra¢ih talasnih duºina, a da broj linija u spektralnoj seriji ostaje nepromijenjen
(pogledati sliku 5.8). Ovu pravilnost u linijskom spektru X-zraka povezao je
sa prelazima unutra²njih elektrona u atomu na niºa energetska stanja. Naime,
ukoliko upadni brzi elektron ima dovoljno energije on moºe izbaciti neki od elek-
trona iz unutra²nje ljuske atoma mete. Prazno mjesto ¢e se vrlo brzo popuniti
elektronom iz neke gornje ljuske pri £emu ¢e se emitovati foton £ija energija je
jednaka razlici energija gornje i donje ljuske. Emitovani foton je karakteristi£ni
foton X-zra£enja i predstavlja jednistven "potpis" tog hemijskog elementa, a
u spektru X-zraka ga vidimo kao diskretnu liniju superponiranu na kontinu-
irani dio. Upravo zbog te £injenice linijski spektri se mogu koristiti prilikom
identi�kacije hemijskih elemenata.

Slika 5.8. Rezultati Mozlijevih eksperimenata.

Mozli je iz Borove teorije (vidi formulu (5.17)) znao da je energija jona sli£nih
atomu vodika proporcionalna kvadratu njihovog atomskog broja tj. E∼Z2.
Pretpostavio je da ¢e energija emitovanog fotona tako�er biti proporcionalna sa
Z2, tj.

ε = hν ∼ Z2. (5.18)

U skladu s ovom pretpostavkom Mozlijevi rezultati sa slike 5.8 mogu se opisati
jedna£inom:

√
ν = An(Z − b). (5.19)
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U jedna£ini (5.19), An i b su konstante koje treba odrediti za svaku liniju u
spektru. Skup linija za koje je glavni kvantni broj n=1 zovemo K-serija i za
ovu seriju je vrijednost konstante b=1. K-serija predstavlja prelaze unutra²njih
elektrona sa vi²ih energetskih nivoa na osnovni nivo (n=1). Drugi skup linija
koji se zove L-serija predstavlja sve prelaze sa vi²ih na prvi pobu�eni nivo (n=2)
i za ovu seriju je b=7,4. Preostale serije imaju oznake M , N itd. u zavisnosti
od broja n, ²to je prikazano na slici 5.9. Na slici se tako�er vidi da se energetski
nivo za koji je n=1 zove K-ljuska, za n=2 L-ljuska itd.

Slika 5.9. Prelazi unutar atoma pri £emu se emituju X-zrake.

Da bi objasnio svoje eksperimente, Mozli je krenuo od Borove formule (5.2).
Uvr²tavanjem (5.17) u (5.2) za prelaz izme�u nivoa n i m dobio je izraz za
frekvenciju emitovanog kvanta X-zra£enja

ν =
me4Z2

8h3ε20

(
1

n2
− 1

m2

)
. (5.20)

Za K-seriju uvrstio je vrijednost n=1, a Z zamijenio sa Z-1:

ν =
me4 (Z − 1)

2

8h3ε20

(
1

12
− 1

m2

)
. (5.21)

Mnoºenjem i dijeljenjem (5.21) sa brzinom svjetlosti u vakuumu c dobijamo

ν = cRH (Z − 1)
2

(
1− 1

m2

)
, (5.22)

gdje je RH Ridbergova konstanta. Pore�enjem (5.22) sa (5.19) dobijamo da je
konstanta An data sa

A2
n = cRH

(
1− 1

m2

)
. (5.23)

Talasne duºine linija u K-seriji ¢e onda iz (5.22) biti

λ =
c

ν
=

1

RH
(Z − 1)

−2
(

1− 1

m2

)−1
. (5.24)
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�injenica da ν nije proporcionalno sa Z2 ve¢ sa (Z-1)2 moºe se objasniti poja-
vom ekraniranja ili zaklanjanja jezgre. Zna se da K-ljuska sadrºi maksimalno
dva elektrona. Ukoliko upadni brzi elektron izbaci jedan elektron iz K-ljuske,
prazno mjesto ¢e se popuniti elektronom iz vi²e ljuske. Pri tome dolazi do ku-
lonovske interakcije tog elektrona i jezgre, me�utim sad u interakciju ne stupa
Z pozitivnih naboja jezgre ve¢ njih Z-1 s obzirom da je jedan "neutralisan" tj.
ekraniran drugim elektronom iz K-ljuske. Isto tako za L-ljusku smo rekli da je
b=7,4. L-ljuska moºe maksimalno sadrºavati 8 elektrona tako da o£ekujemo da
¢e ekraniranje jezgre do¢i od 7 elektrona. Razlog za²to b nije ta£no 7 tj. nije
cijeli broj uzrokovano je £injenicom da prora£un ekraniranja nije trivijalan i u
njemu treba uvaºiti kvantno-mehani£ki pristup i me�usobnu interakciju elek-
trona. Me�utim ovo jednostavno obja²njenje moºe nam pruºiti pribliºnu sliku
o ovom fenomenu kao i o pribliºnoj vrijednosti konstante b.

Iako Borov model vrijedi za vodik i njemu sli£ne atome (jone sa jednim
elektronom), Mozli je svojim eksperimentima uspio da objasni linijske spektre
X-zraka za atome sa vi²e elektrona, omogu¢i kori²tenje X-zraka za identi�kaciju
elemenata, te pokaºe da se atom sastoji od jezgre oko koje se nalaze elektroni.
Njegova istraºivanja su kao rezultat imala korekciju do tad poznatog periodnog
sistema elemenata gdje su elementi bili poredani po atomskim teºinama, a ne
po atomskim brojevima.

5.4.2 Frank-Hercov eksperiment

Dºejms Frank (James Franck) i Gustav Herc (Gustav Hertz) su 1914. godine
izveli prvi eksperiment koji je potvrdio Borovu pretpostavku da su energetski
nivoi u atomima kvantizirani. Eksperimentalna postavka je prikazana na sici
5.10.

Slika 5.10. �ematski prikaz Frak-Hercovog eksperimenta.

U eksperimentu je kori²tena vakuumirana elektronska cijev sa tri elektrode (tri-
oda): katodom K, mreºicom M i anodom (kolektorom) A. Unutar cijevi su bile
ºivine pare. Mreºica je bila na potencijalu V0 u odnosu na katodu, a kolek-
tor na ne²to niºem potencijalu Vk=V0-∆V . Sa uºarene katode emitovani su
elektroni koje je pozitivno nabijena mreºica privla£ila i ubrzavala. Kineti£ka
energija elektrona je E = eV0. U eksperimentu je izmjerena zavisnost anodne
struje I od ubrzavaju¢eg napona V0 koja je prikazana na slici 5.11. Sa slike
vidimo da ¢e struja rasti sve dok napon ne dostigne kriti£nu vrijednost od 4, 9
V, zatim ¢e opadati pa ¢e ponovo rasti do 2·4,9 V. Ovaj efekat ¢e se ponavljati
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svakih 4, 9 V. Sve dok je napon manji od 4, 9 V sudari elektrona sa atomima ºive
¢e biti elasti£ni. Elektroni stiºu do anode i sa porastom ubrzavaju¢eg napona
ampermetar registruje porast struje. Kad ubrzavaju¢i napon dostigne kriti£nu
vrijednost od 4, 9 V elektron se neelasti£no sudara sa atomom ºive, predaje mu
svoju energiju i time ga pobu�uje. Po²to je elektron izgubio energiju ne¢e mo¢i
da savlada potencijalnu barijeru izme�u mreºice i anode. Zato anodna struja
pada, a struja mreºice raste. Daljim pove¢anjem napona anodna struja raste
sve dok se ne dostigne kriti£na vrijednost od 9, 8 V. tj. 2·4,9 V kad elektron
doºivljava dva neelasti£na sudara itd.

Slika 5.11. Anodna struja u zavisnosti od ubrzavaju¢eg napona.

Obja²njenje ovog eksperimenta je da se atom ºive moºe pobuditi ukoliko primi
kvant energije od 4, 9 eV. Sve dok je energija manja od te vrijednosti do pobu-
�enja atoma ne¢e do¢i. Kad se dostigne vrijednost od 4, 9 eV elektron unutar
atoma ºive prelazi iz osnovnog (n=1) u prvo pobu�eno stanje (n=2). Njegovim
povratkom u osnovno stanje, prema Borovoj teoriji emituje se foton (pogledati
relaciju (5.2)) ta£no odre�ene talasne duºine:

λ =
hc

∆E
=

6, 626 · 10−34 Js · 3 · 108 m
s

4, 9 eV
≈ 254 nm. (5.25)

Spektralnim aparatom je izmjereno da ºivine pare emituju svjetlost talasne du-
ºine koja je pribliºno 254 nm ²to je bila potvrda Borove pretpostavke o diskret-
nim energetskim nivoima u atomu.

5.5 Kvantno-mehani£ki model atoma

U na²em svakodnevnom ºivotu Njutnova (Newton) klasi£na mehanika dobro opi-
suje kretanje tijela pod uticajem sila. Me�utim u mikrosvijetu, svijetu atoma,
koristi se kvantna mehanika. Kvantno-mehani£ka slika atoma se bazira na £i-
njenici da elektron ima talasna svojstva i da vrijedi Hajzenbergov princip neo-
dre�enosti ²to ¢emo u nastavku razmotriti. Matemati£ki aparat za opisivanje
kvantno-mehani£kih sistema razvio je Ervin �redinger (Ervin Schrödinger).

5.5.1 De Broljevi talasi

Do sad smo vidjeli da EM talase moºemo posmatrati i kao £estice, fotone. Rekli
smo da je energija fotona ε=hν, a njegov impuls p=h

λ . Francuski �zi£ar Luj de
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Brolj (Luis de Broglie) je 1924. godine postavio hipotezu da, po analogiji sa
prethodnim, moºemo i svakoj materijalnoj £estici pridruºiti talas £ija je talasna
duºina data formulom

λ =
h

p
=

h

mv
, (5.26)

gdje je p impuls date £estice, a m i v njena masa i brzina, respektivno. Gornja
relacija poznata je pod nazivom de Broljeva talasna duºina. Moºemo dakle
re¢i da su de Broljevi talasi, talasi materije.

Uzmimo za primjer neki makroobjekat, npr. tenisku lopticu mase m=0,2 kg
koja se kre¢e brzinom v=15 m

s
i izra£unajmo de Broljevu talasnu duºinu:

λ =
h

p
=

h

mv
=

6, 626 · 10−34 Js
0, 2 kg · 15 m

s

= 2, 2 · 10−34 m. (5.27)

Izra£unajmo sad de Broljevu talasnu duºinu za neki mikroobjekat, npr. elektron
koji je ubrzan potencijalnom razlikom od U=100 V. Kineti£ka energija elektrona
bi¢e jednaka:

Ek =
mv2

2
= eU, (5.28)

gdje je e naboj elektrona, m je njegova masa, a v brzina. Odavde je:

v =

√
2eU

m
. (5.29)

Sad je

λ =
h

p
=

h

mv
=

6, 626 · 10−34 Js

9, 1 · 10−31 kg
√

2·1,6·10−19 C·100 V
9,1·10−31 kg

= 1, 2 · 10−10 m. (5.30)

Da bi se moglo utvrditi da li je ne²to talas, potrebno je ispitati njegova talasna
svojstva npr. izvr²iti eksperimente interferencije i difrakcije. Da bismo ispi-
tali difrakciju potreba nam je odgovaraju¢a difrakciona mreºica. Difrakciona
mreºica predstavlja niz pravilno poredanih pukotina £ije me�usobno rastojanje
je reda veli£ine talasne duºine zra£enja. Talasna duºina dobijena u (5.27) je
veoma mala i difrakciona mreºica koja bi joj odgovarala ne postoji. Talasna
duºina elektrona dobijena u (5.30) je reda veli£ine 10−10 m ²to odgovara redu
veli£ine udaljenosti izme�u atoma u kristalima. To nam govori da bi kristal mo-
gao posluºiti kao difrakciona mreºica da se ispitaju talasna svojstva elektrona.
Iz gornjih primjera moºemo zaklju£iti da je de Broljeva talasna duºina u slu£aju
makroobjekata iz na²eg svakodnevnog ºivota zanemariva.

1927. godine, samo tri godine nakon de Broljeve hipoteze o postojanju ta-
lasa materije, talasna svojstva elektrona dokazali su ameri£ki �zi£ari Klinton
Dejvidson (Clinton Davidson) i Lester Dºermer (Lester Germer). Oni su usmje-
rili elektrone iz elektronskog topa na kristal nikla i opazili da dolazi do njihove
difrakcije. Talasna duºina elektrona koja je izra£unata iz ovog eksperimenta
odgovarala je talasnoj duºini koja se dobije iz de Broljeve relacije. Ovim je pot-
vr�eno da je de Brolj u svojim idejama o postojanju talasa materije bio u pravu.
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Kasnije je izvr²en niz eksperimenata u kojima je pokazano da osim elektrona,
talasna svojstva imaju i neutroni, atomi pa £ak i molekule. Ova pojava se zove
talasno-£esti£ni dualizam i karakteristi£na je i za svjetlost i za materijalne
£estice. Vidjeli smo da EM zra£enje nekad moºemo posmatrati kao talase, a
nekad kao £estice - fotone. Isto vrijedi i za materijalne £estice npr. elektrone
koje nekad moºemo posmatrati kao talase. Ubrzo nakon otkri¢a da su elektorni
talasi, napravljen je prvi elektronski mikroskop. Naime, rezolucija opti£kog mi-
kroskopa koji koristi vidljivu svjetlost je ograni£ena zbog njene talasne duºine.
Da bi se rezolucija pove¢ala potrebno je koristiti manje talasne duºine kao ²to
su talasne duºine elektrona. Elektronski mikroskop je omogu¢io da se vidi svijet
koji je do tada bio nepoznat kao ²to je svijet pojedina£nih atoma, a tako�er je
omogu¢io i pomjeranje atoma unutar nekog materijala.

5.5.2 Hajzenbergov princip neodre�enosti

Njema£ki �zi£ar Verner Hajzenberg (Werner Heisenberg) je 1927. godine pos-
tavio relacije neodre�enosti koje govore o nepouzdanosti istovremenog mjerenja
tzv. komplementarnih veli£ina. Komplementarne veli£ine su npr: poloºaj (x) i
impuls (px) i energija (E) i vrijeme (t). Ovaj princip ustvari zna£i da postoji
ograni£enje na preciznost kojom moºemo predvidjeti vrijednosti parova �zikal-
nih veli£ina koje odre�uju £esticu kao npr. poloºaj i impuls. Ukoliko je poloºaj
neke £estice x, a impuls te £estice px, Hajzenbergov princip kaºe da mora biti
zadovoljeno da je:

∆x∆px ≥
~
2
, (5.31)

gdje je ∆x neodre�enost poloºaja, ∆px je neodre�enost impulsa, a ~ je reduko-
vana Planckova konstanta. Isto ovo moºemo napisati za neodre�enost energije
i vremena:

∆E∆t ≥ ~
2
. (5.32)

Razmotri¢emo na jednom primjeru koliki zna£aj Heisenbergov princip neodre-
�enosti ima u makro i mikro svijetu.

Pretpostavimo da imamo kuglicu mase m = 0, 2 kg i da smo je stavili unutar
jednakostrani£nog "trokuta" (kao u igri bilijara) £ije su stranice duºine x=30 cm.
Njeno kretanje je ograni£eno unutar "trokuta" pa moºemo re¢i da je neodre�e-
nost njenog poloºaja ∆x=30 cm. Koriste¢i (5.31) dobijamo da je neodre�enost
impulsa

∆px ≥
~

2∆x
. (5.33)

Neodre�enost impulsa je ∆px=m∆vx, gdje je ∆vx neodre�enost brzine pa uvr-
²tavanjem u (5.33) dobijamo

∆vx ≥
~

2∆xm
=

1, 054 · 10−34 Js
2 · 0, 3 m · 0, 2 kg

= 8, 78 · 10−34
m
s
. (5.34)

Razmotrimo sad kretanje elektrona u atomu. Elektron ima masu m=9,1·10 −31
kg, a dimenzije atoma su reda veli£ine 10−10 m tako da je neodre�enost poloºaja
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takvog elektrona ∆x=10−10 m. Neodre�enost njegove brzine ¢e onda biti

∆vx ≥
~

2∆xm
=

1, 054 · 10−34 Js
2 · 10−10 m · 9, 1 · 10−31 kg

= 5, 8 · 105
m
s
. (5.35)

Kad uporedimo ova dva rezultata moºemo primijetiti da neodre�enost mjerenja
komplementarnih veli£ina u na²em makrosvijetu nije zna£ajna jer je jako mala.
Me�utim u mikrosvijetu ona postaje velika i veoma zna£ajna. Ovdje ustvari
moºemo shvatiti i fundamentalnu razliku izme�u klasi£ne i kvantne mehanike.
U klasi£noj mehanici, budu¢nost £estice je potpuno odre�ena njenim po£etnim
uslovima (poloºajem, impuslom i silama koje na nju djeluju). U svakodnevnom
ºivotu sve ove veli£ine moºemo dobro odrediti tj. izmjeriti. Kvantna mehanika
tako�er daje vezu izme�u opservabilnih veli£ina, ali postoji izvjesna neodre�e-
nost zbog Hajzenbergovog principa vezana za budu¢nost jer se po£etno stanje
£estice ne moºe odrediti sa dovoljnom ta£no²¢u. Kao ²to smo vidjeli, ²to vi²e
znamo o poloºaju £estice, to manje znamo o njenom impulsu pa prema tome i
poloºaju u kasnijem vremenskom trenutku.

5.5.3 �redingerova jedna£ina, talasna funkcija i vjerovat-
no¢a

Po²to smo vidjeli da elektron moºemo opisati kao talas onda je bilo o£ekivano da
za njega vrijedi neka talasna jedna£ina. Takvu nerelativisti£ku linearnu parci-
jalnu diferencijalnu jedna£inu postulirao je 1925. godine Ervin �redinger (Erwin
Schrodinger) za ²ta je 1933. godine dobio Nobelovu nagradu za �ziku. Elektron
moºemo predstaviti preko talasne funkcije £iji je simbol ψ. Radi jednostavnosti,
ovdje ¢emo predstaviti jednodimenzionalnu vremenski nezavisnu �redingerovu
jedna£inu:

d2ψ(x)

dx2
+

2m

~2
(E − V )ψ(x) = 0, (5.36)

gdje je E energija sistema, a V je potencijalna energija sistema. U tri dimenzije
ova jedna£ina bi glasila:

∂2ψ(x, y, z)

∂x2
+
∂2ψ(x, y, z)

∂y2
+
∂2ψ(x, y, z)

∂z2
+

2m

~2
(E − V )ψ(x, y, z) = 0. (5.37)

Iako je �redinger zasluºan za postuliranje i rje²avanje gornje jedna£ine, jedan
drugi �zi£ar, Maks Born (Max Born), je dao �zikalnu interpretaciju talasne
funkcije. Sama talasna funkcija koja predstavlja amplitudu talasa materije moºe
biti i pozitivna i negativna te ne moºe biti opservabilna i nema �zikalni smisao.
Ono ²to ima �zikalni smisao je tzv. gusto¢a vjerovatno¢e tj. kvadrat apsolutne
vrijednosti talasne funkcije:

ρ = ψψ∗ = |ψ|2, (5.38)

gdje je ψ∗ kompleksno konjugovana vrijednost funkcije ψ. Ukoliko se radi o tro-
dimenzionalnom problemu kao ²to je npr. problem nalaºenja elektrona unutar
atoma govorimo o gusto¢i po jedinici zapremine, a ako razmatramo problem koji
je jednodimenzionalan govorimo o gusto¢i vjerovatno¢e po jedinici duºine. Uko-
liko je ρ veliko to zna£i da je vjerovatno¢a da elektron na�emo na tom mjestu
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velika. Sve dok god je gusto¢a vjerovatno¢e razli£ita od nule, bez obzira kako
mala bila, postoji vjerovatno¢a nalaºenja £estice na tom mjestu. Prema tome,
ovdje vi²e ne moºemo govoriti o ta£no odre�enim putanjama elektrona. Ono
²to moºemo odrediti je vjerovatno¢a nalaºenja elektrona na raznim mjestima u
prostoru. Matemati£ka vrijednost ove vjerovatno¢e je izme�u 0 i 1. Ovdje 0
zna£i "nikad", a 1 zna£i "uvijek". Npr. ako je vjerovatno¢a nalaºenja elektrona
u okviru nekog radijusa 0,4, to zna£i da postoji 40 % mogu¢nosti da se elektron
na�e na tom mjestu. Dok ne izvr²imo mjerenje tj. dok ne izvr²imo interakciju
mjernog ure�aja sa elektronom, mi ne znamo gdje ¢e se taj elektron pojaviti jer
postoji beskona£no mnogo vjerovatno¢a da se on na�e negdje u prostoru. Samim
postupkom mjerenja dolazi do kolapsa talasne funkcije i elektron se pojavljuje
kao £estica na nekom mjestu u prostoru.

Najjednostavniji atom je atom vodika pa ¢emo sad malo detaljnije pogledati
kvantno-mehani£ku sliku takvog atoma. Matemati£ki aparat kvantne mehanike
je dosta sloºen i mi ovdje ne¢emo rje²avati �redingerovu jedna£inu za vodik, ve¢
¢emo uzeti gotovo rje²enje za talasnu funkciju osnovnog stanja atoma vodika.
�redingerova jedna£ina za elektron u polju protona, u tri dimenzije je data sa
(5.37). Potencijalna energija V je elektri£na potencijalna energija i data je sa:

V = − e2

4πε0r
. (5.39)

Ovaj problem je zgodno rije²iti prelaskom sa Kartezijevih koordinata x, y, i z
na sferne koordinate r, θ i φ koje su de�nisane na slici 5.12.

Slika 5.12. Sferne koordinate.

Sad ¢e talasna funkcija zavisiti od r, θ i φ tj. umjesto ψ(x, y, z) ima¢emo
ψ(r, θ, φ). Sa slike 5.12 se vidi da je r duºina radijus vektora od koordinatnog
po£etka do ta£ke P, θ je ugao izme�u radijus vektora i pozitivnog smjera z-ose,
a φ je ugao izme�u projekcije radijus vektora u xy ravni i pozitivnog smjera
x-ose. U sfernim koordinatama �redingerova jedna£ina glasi:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2sinθ
∂

∂θ

(
sinθ

∂ψ

∂θ

)
+

+
1

r2sinθ
∂2ψ

∂φ2
+

2m

~2
(E − V )ψ = 0. (5.40)

U ovoj jedna£ini moºe se izvr²iti separacija varijabli tj. ona se moºe rastaviti na
tri nezavisne jedna£ine. Ovakvo razdvajanje je mogu¢e jer se talasna funkcija

157



ψ(r, θ, φ) moºe napisati kao proizvod tri funkcije koje zavise samo od po jedne
varijable tj:

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ). (5.41)

Prora£unom se dobija da je talasna funkcija osnovnog stanja atoma vodika:

ψ(r) =
1√
πa30

e−
r
a0 , (5.42)

gdje je r udaljenost elektrona od jezgre, a a0 je Borov radijus. Kad kaºemo
da se elektron nalazi u osnovnom stanju, to nema isto zna£enje kao u Borovoj
teoriji, jer u kvantnoj mehanici ne postoje jasno de�nisane orbite. Ovde veli£inu
a0 uzimamo samo kao dogovorenu jedinicu mjere, isto kao ²to je to npr. 1 m
u svakodnevnom ºivotu. Kori²tenjem relacija (5.42) i (5.38) moºemo izra£unati
funkciju radijalne gusto¢e vjerovatno¢e P (r) i predstaviti je gra�£ki (slika 5.13).
Sa slike moºemo vidjeti da postoji vjerovatno¢a da se elektron na�e na razli£itim
radijalnim udaljenostima od jezgra, ali da je ta vjerovatno¢a upravo najve¢a za
r=a0.

Slika 5.13. Radijalna gusto¢a vjerovatno¢e P (r) u zavisnosti od r/a0.

Ranije smo u Borovom modelu dobili da se u osnovnom stanju elektron na-
lazi na udaljenosti a0 od jezgre, dok u kvantno-mehani£kom modelu dobijamo
da je to najvjerovatnija udaljenost na kojoj ¢e se na² elektron na¢i, ali ne i
jedina mogu¢a. Po ovom modelu, elektron moºemo zamisliti kao oblak negativ-
nog naboja radi njegove talasne prirode. Za osnovno stanje atoma vodika taj
oblak je sferno-simetri£an, me�utim za neka druga, vi²a stanja on ne mora biti
sferno-simetri£an. Ovaj oblak moºemo interpretirati kao raspodjelu vjerovatnih
poloºaja elektrona. Ukoliko bismo 1000 puta izmjerili poloºaj elektrona ve¢ina
rezultata bi pala u ta£ke velike vjerovatno¢e (oblasti ve¢e gustine ta£aka). Po-
jedina£ni elektron moºe u raznim trenucima biti detektovan bilo gdje u ovom
oblaku vjerovatno¢e.

Uspjeh kvantne teorije je bio veoma veliki u obja²njenju spektara sloºenih
atoma, £ak i do najsitnijih detalja. Uspje²no je objasnila i intenzitet spektralnih
linija kao i razloge za²to atomi formiraju molekule. Postala je op²te prihva¢ena
teorija koja leºi u osnovi svakog �zikalnog procesa. Ipak i do danas traju ras-
prave oko problema mjerenja u kvantnoj mehanici, tj. ponu�ene su razli£ite
interpretacije da li uop²te i kako dolazi do kolapsa talasne funkcije jer se on ne
moºe direktno opaziti.
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5.5.4 Kvantni brojevi

U kvatnoj teoriji atoma moraju se uvesti kvantni brojevi kao rezultat rje²avanja
�redingerove jedna£ine uz ograni£enja koja name¢u sferne koordinate r,θ i φ.
Kao ²to smo rekli, moºemo izvr²iti separaciju varijabli te rje²iti tri nezavisne
jedna£ine koje zavise od pojedina£nih varijabli. Tako ¢e na²a talasna funkcija
ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) zavisiti od tri kvantna broja n, l i m. Ovi brojevi
odre�uju mogu¢e vrijednosti energije E (broj n), intenziteta ugaonog momenta
elektrona L (broj l) i projekcije tog ugaonog momenta na z-osu (broj m).

Kvantni broj n dobije se na osnovu ograni£enja koja mora zadovoljiti tzv.
radijalni dio talasne funkcije ψ tj. R(r). Rje²avanjem tog dijela dobija se da je
energija:

En = − me4

8n2h2ε20
. (5.43)

Prepoznajemo da je ovo ista formula za energetske nivoe atoma vodika koju je
dobio Bor, gdje je n-glavni kvantni broj koji moºe da poprimi vrijednosti:

n = 1, 2, 3, .... (5.44)

Svi elektroni sa istim n pripadaju jednoj ljuski unutar atoma. Oznake za ljuske
su K, L, M ,...Tako je za:

1. n=1 oznaka ljuske K

2. n=2 oznaka ljuske L

3. n=3 oznaka ljuske M itd.

Kvantni broj koji je povezan sa koordinatom θ se dobije na osnovu ograni-
£enja koja mora zadovoljiti funkcija Θ(θ), ozna£ava se sa l i zove se orbitalni
kvantni broj. Ovaj broj odre�uje intenzitet ugaonog momenta L:

L =
√
l(l + 1)~ (5.45)

i moºe da poprimi vrijednosti

l = 0, 1, 2, 3, ...., (n− 1). (5.46)

Orbitalni kvantni broj odre�uje podljuske unutar atoma £ije su oznake s, p,
d,...Tako je za:

1. l=0 oznaka podljuske s

2. l=1 oznaka podljuske p

3. l=2 oznaka podljuske d itd.

Ukoliko je npr. vrijednost glavnog kvantnog broja n=2, a orbitalnog l=0 onda
takvo stanje u atomu ozna£avamo kao 2s.

Kvantni broj koji je vezan uz ograni£enja koja name¢e koordinata φ ozna£ava
se sa m i zove se magnetni kvantni broj. Ovaj broj odre�uje vrijednosti koje
moºe imati projekcija ugaonog momenta ~L na z-osu tj.

Lz = m~ (5.47)
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i moºe poprimiti vrijednosti

m = −l,−(l + 1), ..0, .....(l + 1), l. (5.48)

Iz ovih razmatranja vidimo da kvantna mehanika daje diskretne, ta£no odre-
�ene vrijednosti energije, momenta koli£ine kretanja i intenziteta njegove z-
komponente.

Pokazalo se da ova tri kvantna broja nisu dovoljna za opisivanje svojstava
atoma. Naime, spominjali smo ranije da u magnetnom polju dolazi do cijepanja
atomskih linija ²to je vidljivo instrumentima sa velikom rezolucijom. Broj linija
u eksperimentima nije odgovarao onome ²to se o£ekivalo na osnovu postojanja
tri kvantna broja. Cijepanje linija je opaºeno £ak i bez prisustva vanjskog mag-
netnog polja i ova pojava je dobila naziv anomalni Zemanov efekat jer u doba
kada je opaºena nije mogla biti obja²njena. Da bi se ove pojave objasnile, Volf-
gang Pauli (Wolfgang Pauli) je 1925. godine predloºio da se uvede novi kvantni
broj. Taj £etvrti kvantni broj Pauli je nazivao spin ili spinski kvantni broj
(od engleske rije£i to spin-okretati se). Holandski �zi£ari Samjuel Gudsmit (Sa-
muel Goudsmith) i Dºordº Ulenbek (George Uhlenbeck) poku²ali su uz pomo¢
zakona klasi£ne �zike objasniti da se ovaj novi kvantni broj dobija usljed vrt-
nje elektrona oko svoje ose. Naziv spin je i dalje ostao, ali ovaj kvantni broj
nema nikakve veze sa vrtnjom elektrona i ne moºe se objasniti klasi£no. Rekli
smo ranije da je �redingerova jedna£ina nerelativisti£ka. Britanski �zi£ar Pol
Dirak (Paul Dirac) je izveo relativisti£ku talasnu jedna£inu koju mi ovdje ne-
¢emo razmatrati, a gdje se spin prirodno pojavljuje kao £etvrti kvantni broj.
Spin moºemo posmatrati kao intrinsi£no svojstvo elektrona, ba² poput njegove
mase ili naelektrisanja, i povezan je sa njegovim vlastitim (spinskim) momentom
koli£ine kretanja ~S. Intenzitet spinskog momenta koli£ine kretanja je

S =
√
s(s+ 1)~, (5.49)

gdje je s spinski kvantni broj. Iz podataka o spektrima za elektron je dobijena
vrijednost spina s = 1

2 . Kao ²to ~L ima svoje projekcije na z-osu , ima ih i ~S i
njihov intenzitet je odre�en sa:

Sz = ms~, (5.50)

gdje je ms magnetni spinski broj koji za elektron poprima dvije vrijednosti
ms = ± 1

2 .

Naziv kvantnog broja simbol dozvoljene vrijednosti broj stanja
glavni n 1,2,3,4,... ∞
orbitalni l 0,1,2,...(n− 1) n
magnetni m -l,-(l-1),...,0,...,(l-1),l 2l+1
magnetni spinski ms − 1

2 ,+
1
2 2

Tabela 5.1. Kvantni brojevi.

Prema vrijednosti spina u �zici postoje dvije grupe £estica: fermioni i bozoni.
Fermioni imaju polucijele vrijednosti spina i moºemo zaklju£iti da je elektron
fermion. �estice sa cjelobrojnom vrijedno²¢u spina se zovu bozoni i u njih spada
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npr. foton. Treba napomenuti da spin elektrona s ima samo jednu vrijednost
tako da i nije pravi kvantni broj ve¢ postoje £etiri kvantna broja: n, l, m i ms

koja su data u tabeli (5.1).
Iz ovih razmatranja moglo bi se zaklju£iti da klasi£na �zika nije dobra teorija
za opisivanje na²e stvarnosti. Me�utim to nije ta£no, ona predstavlja samo
grani£ni slu£aj kvantne �zike u limitu velikih kvantnih brojeva. Drugim rije£ima,
ukoliko kvantni brojevi postaju veliki tad kvantna �zika prelazi u klasi£nu. To
odgovara na²em makrosvijetu tako da sve pojave iz na²eg svakodnevnog ºivota
moºemo opisati klasi£nom �zikom jer tada kvantni efekti postaju zanemarivi.
U mikrosvijetu atoma moramo koristiti kvantnu �ziku.

5.5.5 Elektronska kon�guracija

Pauli je 1925. godine formulisao Paulijev princip zabrane koji kaºe da u
atomu ne mogu postojati dva elektrona koja imaju sva £etiri kvantna broja
ista. Na osnovu Paulijevog principa, kre¢u¢i od atoma vodika i dodaju¢i po
jedan elektron, moºe se izgraditi cijeli periodni sistem elemenata.

Osim toga, prvo se popunjavaju najniºe ljuske i podljuske jer imaju manju
energiju. Podljuska je popunjena kad sadrºi 2(2l+1) elektrona, a ljuska kad
sadrºi 2n2 elektrona. Prilikom odre�ivanja rasporeda elektrona u atomima mora
se slijediti jo² jedno pravilo tzv. Hundovo pravilo koje kaºe da je najstabilniji
aranºman elektrona u podljusci onaj sa najve¢im brojem nesparenih spinova.

Najniºa energija je odre�ena n+l pravilom ²to zna£i da suma ova dva kvantna
broja odre�uje najniºu energiju (²to je manja ova suma, manja je i energija).
Ukoliko se desi da su neke dvije sume iste, onda niºa vrijednost n odre�uje niºu
energiju. Kre¢u¢i od vodika koji ima jedan elektron njegova elektronska kon-
�guracija bi bila 1s1 , za helij 1s2, litij 1s22s1 itd. Me�utim za skandijum Sc
koji ima 21 elektron, elektronska kon�guracija bi bila 1s22s22p63s23p64s23d1.
Ovdje moºemo primijetiti da je stanje 4s prije stanja 3d zbog toga ²to je zbir
n+l za stanje 4s jednak 4+0=4, dok je za stanje 3d taj zbir 3+2=5 ²to zna£i
da stanje 4s ima manju energiju pa se prije popunjava.
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Poglavlje 6

Fizika atomske jezgre

6.1 Osnovna svojstva i struktura jezgre

Nuklearna �zika je grana �zike koja se bavi svojstvima atomske jezgre, njenom
strukturom kao i procesima koji se unutar nje odvijaju. Njen razvoj po£eo je
krajem XIX vijeka, a svoj procvat je doºivjela u XX vijeku pa se on s pravom
naziva vijek nuklearne �zike.

Raderford je u svojim eksperimentima pokazao da se atom osim elektrona jo²
sastoji od atomske jezgre, a kasnije su otkriveni proton i neutron za koje danas
znamo da ulaze u njen sastav. Protoni i neutroni se jednim imenom nazivaju
nukleoni. Smatra se da je pre£nik jezgre 1000 puta manji od pre£nika atoma
i da je gotovo sva masa atoma skoncentrisana u jezgri. Struktura protona i
neutrona je sloºena i tek je djelimi£no istraºena. Sastoje se od jo² elementarnijih
£estica koje se zovu kvarkovi. Proton je sastavljen od dva "up" i jednog "down"
kvarka ²to se ozna£ava kao-uud, a neutron od jednog "up" i dva "down" kvarka
u oznaci udd.

Nuklid je atom sa ta£no de�nisanim brojem protona Z i brojem neutrona N
u jezgri. Broj protona se jo² zove i atomski broj. Zbir broja protona i neutrona
Z+N ozna£ava se oznakom A i naziva se maseni ili nukleonski broj. Svi atomi
sa jednakim brojem protona i neutrona pripadaju istom nuklidu, mada njegova
jezgra mogu biti u razli£itim energetskim stanjima. Nuklidi mogu biti stabilni i
nestabilni. Stabilni nuklidi ne emituju nikakvu vrstu zra£enja, dok se nestabilni
spontano raspadaju. To su radioaktivni nuklidi ili radionuklidi. Da bismo opisali
neki nuklid potrebno je zadati njegov maseni broj A i atomski broj Z ²to moºemo
iskazati simbolom A

ZX, gdje je X hemijski simbol elementa.
Nuklidi koji imaju jednak maseni broj A nazivaju se izobarni nuklidi ili

izobari, npr. dva izobara su (A=96):

96
38Sr i 96

40Zr. (6.1)

Nuklidi sa jednakim brojem protona Z, a razli£itim brojem neutrona N
nazivaju se izotopski nuklidi ili izotopi. Izotopi pripadaju istom hemijskom
elementu ²to zna£i da broj protona odre�uje hemijski element. Izotopski kvartet
urana je (Z=92):

234
92U, 23592U, 23692U i 237

92U. (6.2)
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Izotopski triplet vodika je (Z=1):

1
1H, 21H i 3

1H. (6.3)

Prvi u nizu je vodik i njegova jezgra je sastavljena samo od jednog protona, drugi
je deuterij koji u jezgri jo² ima i jedan neutron, dok je tre¢i u nizu tricij koji
osim protona u jezgri ima dva neutrona. Jezgre deuterija i tricija se nazivaju
deuteron i triton.

Nuklidi sa jednakim brojem neutrona nazivaju se izotoni£ni nuklidi ili izo-
toni. Primjer tri izotona je (N=20):

36
16S, 3717Cl i 40

20Ca. (6.4)

Hemijska svojstva nekog elementa zavise od broja i rasporeda elektrona unu-
tar atoma. Po²to izotopi imaju skoro identi£nu elektronsku strukturu, nije izne-
na�uju¢e da npr. dva izotopa hlora imaju istu boju, miris, otrovni su itd. Po²to
ta£ke klju£anja i smrzavanja zavise od atomske mase, one su ne²to razli£ite za
ova dva izotopa, isto kao i njihove gusto¢e. Ostale �zikalne osobine izotopa mogu
vi²e zavisiti od masenog broja, npr. tricijum je radioaktivan dok obi£ni vodik i
deuterijum nisu. Eksperimentalno je utvr�eno da neutralni atom u jezgri ima
isti broj protona kao i elektrona u omota£u. Utvr�eno je da je naelektrisanje
protona po iznosu isto kao i naelektrisanje elektrona, ali suprotnog predznaka.
Ukupno naleketrisanje jezgre je onda +Ze, e = 1, 6 · 1019 C. Mase nuklida su
prakti£no jednake masama atoma jer je masa elektrona u omota£u zanemariva
tako da je 99, 9 % mase atoma u njegovoj jezgri. Atomske mase se izraºavaju
u atomskim jedinicama mase (1 ajm ili 1 u). Atomska jedinica mase se de�ni²e
kao 1/12 mase izotopa 12

6C:

1 ajm =
1

12
m12

6 C = 1, 66054 · 10−27 kg . (6.5)

Zbog Ajn²tajnove relacije koja povezuje masu sa energijom, E = mc2, uobi£a-
jeno je da se u nuklearnoj �zici mase izraºavaju pomo¢u odgovaraju¢ih ener-
getskih ekvivalenata. 1 ajm odgovara energetski ekvivalent od 931.49 MeV. U
tabeli 6.1 su date mase mirovanja protona, neutrona i elektrona.

naziv oznaka masa (kg) masa (ajm) masa (MeV
c2

)
proton mp 1, 6726 · 10−27 1,007276 938,28
neutron mn 1, 6750 · 10−27 1,008665 939,57
elektron me 9, 1095 · 10−31 5, 486x10−4 0,511

Tabela 6.1. Mase mirovanja.

Vidimo da su mase protona i neutrona pribliºno jednake i puno ve¢e od mase
elektrona tj. vrijedi:

mn ≈ mp = 1836 me. (6.6)

Raderfordovi eksperimenti rasijanja dali su prve procjene veli£ine jezgre. Od
tada je ura�en veliki broj eksperimenata rasijanja brzih elektrona ili neutrona
na jezgrama. Iz rezultata ovih istraºivanja moglo se zaklju£iti da sve jezgre
imaju veliku, pribliºno jednaku gusto¢u i da su pribliºno sferne, te da £ak i
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jezgre sa velikim brojem nukleona zauzimaju mali volumen. Pokazalo se da
je volumen jezgre V proporcionalan masenom broju A. Ako sa R ozna£imo
radijus jezgre, onda je njen volumen V= 4

3R
3π, dakle moºemo napisati da je

radijus jezgre

R = R0A
1
3 . (6.7)

R0 je konstanta koja se kre¢e u intervalu od 1, 05 do 1, 45 fm i dobiva se eks-
perimentalno. Obi£no se uzima da je pribliºno 1, 2 fm. Vidimo da su jezgre
veoma male tako da je jedinica za mjerenje njihove veli£ine femtometar (fm) ²to
odgovara 10−15 m. Femtometar se £esto naziva i fermi u £ast Enrika Fermija
(Enrico Fermi), pionira nuklearne �zike. Na kraju moºemo re¢i da su i jezgre
kao i atomi podvrgnute zakonima kvantne �zike te da imaju osnovno i pobu-
�ena stanja. Pri prelazima iz pobu�enih u osnovna stanja emituju se fotoni tzv.
gama kvanti o £emu ¢e biti govora kasnije.

6.2 Nuklearne sile

Stabilnost hemijskih elemenata u prirodi ukazuje na to da unutar jezgre mora
postojati privla£na sila puno ve¢eg intenziteta od odbojne elektrostati£ke sile
me�u istoimeno naelektrisanim protonima u jezgri. Ta sila koja nukleone unutar
jezgre drºi zajedno zove se jaka sila. Ona je najja£a u prirodi, ali je i najkra¢eg
dometa, ograni£enog na volumen jezgre. Na udaljenostima koje su ve¢e od 2-3
fm njen uticaj nestaje i proton "vidi" samo odbojnu kulonovsku silu. Jaka sila
djeluje izme�u svih nukleona u jezgri na isti na£in (protona i protona, protona i
neutrona i neutrona i neutrona) tj. ne zavisi od naboja. Odgovorna je za procese
fuzije u zvijezdama, eksplozije nuklearnih bombi i dobivanje nuklearne energije
u elektranama. Jaka sila ima osobine zasi¢enja, tj. svaki nukleon me�udjeluje
sa ograni£enim brojem svojih susjeda. To je razlog za²to teºi elementi nisu
stabilni - s pove¢anjem broja nukleona elektromagnetna interakcija preovladava
jaku interakciju i dolazi do raspada jezgre. Za razliku od npr. gravitacione ili
elektromagnetne sile, jaku silu nije mogu¢e opisati jedna£inom ve¢ je poznajemo
samo kvalitativno. Pribliºan izgled potencijala ove sile koji je prikazan na slici
6.1 moºe se dobiti iz eksperimenata rasijanja protona na protonima i neutrona
na protonima.
Na slici 6.1 a) vidimo rezultat neutron-proton me�udjelovanja. Na rastoja-
njima ve¢im od 2 fm nema me�udjelovanja izme�u njih, ali kad se oni dovoljno
me�usobno pribliºe javlja se privla£na nuklearna sila ²to se vidi u padu poten-
cijala. Kad me�usobno rastojanje postane previ²e malo uspostavlja se odbojna
interakcija izme�u njih. Na slici 6.1 b) prikazano je proton-proton me�udjelo-
vanje. Na rastojanjima ve¢im od 3 fm protoni se odbijaju usljed kulonovske
odbojne sile izme�u istoimenih naelektrisanja. Me�utim kad se dva protona
dovoljno pribliºe vidi se pad u potencijalu ²to ozna£ava uspostavljanje privla£ne
nuklearne sile izme�u dva protona koja nadvladava Kulonovu silu. Kad se dva
protona previ²e pribliºe tad ponovo nastupa njihovo me�usobno odbijanje. �to
se ti£e neutron-neutron me�udjelovanja takve eksperimente nije mogu¢e izvesti
jer se neutroni jako te²ko dobijaju u slobodnom stanju pa je metu sastavljenu
od neutrona nemogu¢e napraviti, ali na osnovu nekih indirektnih pokazatelja
takvo me�udjelovanje je isto kao izme�u protona i neutrona. Pored jake sile
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Slika 6.1. Nuklearni potencijal me�udjelovanja a) neutrona i protona i b)
protona i protona u zavisnosti od njihovog me�usobnog rastojanja r.

u jezgri se pojavljuje i slaba sila koja je odgovorna za prelaze unutar jezgre
atoma poput tzv. β raspada (o kojem ¢e kasnije biti govora).

6.3 Nuklearna stabilnost, defekt mase i energija
veze

Stabilan nukleus je onaj koji ne emituje nikakvu vrstu zra£enja. Nema konkretne
teorije o tome za²to su neke jezgre stabilne, a druge nisu. Pokazalo se da je
najvaºniji odnos broja protona i neutrona u jezgri. Ne daju sve kombinacije
neutrona i protona stabilne nukleuse. Op¢enito, lak²e jezgre (A<20) sadrºe
pribliºno jednak broj neutrona i protona, dok se kod teºih jezgara broj neutrona
u odnosu na broj protona pove¢ava ²to je prikazanio na slici 6.2.

Slika 6.2. Crvena linija predstavlja jednak broj protona i neutrona. Crna linija
predstavlja stabilne izotope i primijetno je da se sa pove¢anjem atomskog broja
pove¢ava broj neutrona u odnosu na broj protona. Crne ta£kice predstavljaju

nestabilne izotope.
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Tendencija da N bude jednako Z se javlja usljed postojanja nuklearnih energet-
skih nivoa. Nukleoni, £iji je spin 1/2 zadovoljavaju Paulijev princip isklju£enja.
Zbog toga svaki nuklearni energetski nivo moºe sadrºavati dva neutrona su-
protnih spinova i dva protona suprotnih spinova. Energetski nivoi u jezgri se
popunjavaju sli£no kao energetski nivoi u atomu, da bi se postigla kon�gura-
cija minimalne energije tj. maksimalne stabilnosti. Protoni koji su pozitivno
naelektrisani se me�usobno odbijaju. U jezgrama sa vi²e od 10 protona, ovo od-
bijanje postaje tako veliko, da je potreban vi²ak neutrona koji proizvode samo
privla£ne sile da bi se odrºala stabilnost jezgre. Prisustvo neutrona razmi£e
protone i smanjuje odbijanje izme�u njih, a s druge strane doprinosi stvara-
nju privla£ne nuklearne sile koja djeluje i na protone i na neutrone. Oko 60
stabilnih jezgara imaju parne i Z i N . Skoro sva ostala imaju ili parno Z ili
parno N . Poznato je samo pet stabilnih jezgara £iji su i Z i N neparni. Ova
£injenica je u saglasnosti sa postojanjem nuklearnih energetskih nivoa koji mogu
sadrºavati samo po dvije £estice suprotnih spinova. Jezgre sa popunjenim ener-
getskim nivoima imaju manju tendenciju da primaju druge nukleone nego one
sa djelimi£no popunjenim energetskim nivoima pa je i manja vjerovatno¢a da
¢e u£estvovati u nuklearnim reakcijama. Po²to je kulonovsko odbijanje protona
dosta veliko unutar jezgre, broj neutrona koji sprje£avaju raspad velike jezgre
ne¢e neograni£eno mo¢i rasti. Najteºi stabilni izotop je izotop bizmuta 209

83Bi.
Sve jezgre sa Z>83 i A>209 spontanto se transformi²u tj. raspadaju u lak²e
jezgre. Vremenska skala ovih procesa raspada ide od dijela mikrosekunde do
nekoliko milijardi godina.

Eksperimentalno je utvr�eno da masa mirovanja jezgremj nije jednaka zbiru
masa mirovanja njenih sastavnih dijelova. Smanjenje mase u jezgri naziva se
defekt mase i ozna£ava se sa ∆m te ga moºemo izraziti kao:

∆m = Zmp +Nmn −mj . (6.8)

Energetski ekvivalent defekta mase zove se energija veze i moºe se izra£unati
kao:

E = ∆mc2 . (6.9)

Razmotrimo to na jednom primjeru. Deuterij u jezgri osim protona ima i
jedan neutron. O£ekivali bismo da ¢e masa deuterija biti jednaka zbiru masa vo-
dika i neutrona. Ukoliko uzmemo podatke o masama vodika i neutrona iz tablica
i saberemo ih dobijamo 2, 016490 u. Mjerenja pokazuju da je masa deuterija
2, 014102 u ²to daje razliku od 0, 002388 u. "Nedostaju¢a" masa odgovara ener-
giji koju treba uloºiti kada ºelimo da rastavimo jezgru deuterija na nukleone
odnosno energiji koja se osloba�a kada se ti nukleoni veºu u jezgru. Energetski
ekvivalent nedostaju¢e mase je 2, 224 MeV. Ukoliko se izvr²e eksperimenti koji
nam mogu pokazati koliko energije je potrebno da se jezgra deuterija rastavi na
sastavne dijelove, pokazuje se da je to upravo energija od 2, 224 MeV. Kada se
uloºi manje energije, nukleus deuterija opstaje, a kada se uloºi vi²e energije, on
se tro²i na kineti£ku energiju neutrona i protona nakon raspada.

U zavisnosti od veli£ine jezgre, raspon energija veze ide od 2 MeV za vodik
do 1640 MeV za bizmut. Energija veze raste s brojem nukleona ²to je i logi£no
jer kako dodajemo nove i nove nukleone, svaki od njih ¢e odbaciti mali dio svoje
mase te ¢e i energija veze biti ve¢a. Ukoliko energiju veze jezgre uporedimo
sa energijom veze elektrona u atomu (energijom jonizacije) koja je nekoliko
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eV moºemo zaklju£iti da se ovdje radi o razlici od nekoliko redova veli£ine.
Ova £injenica nam daje nagovje²taj da su jezgre izvor velike koli£ine energije
koju moºemo iskoristiti. Poznavanje energije veze nam ne moºe pomo¢i ukoliko
ºelimo da znamo da li ¢emo u procesu cijepanja teºe jezgre na dvije lak²e ili pak
spajanja lak²ih u jednu teºu jezgru dobiti vi²e energije nego ²to smo uloºili.
Da bismo izra£unali da li ¢e nam cijepanje te²ke jezgre na dvije lak²e dati
energiju morali bismo jezgru rastaviti na nukleone, a zatim te nukleone spojiti
u dvije lak²e jezgre i izra£unati njihove mase. Umjesto da se ovaj postupak vr²i
korak po korak, moºemo se fokusirati samo na jedan nukleon i vidjeti koliko
mu energije treba prosje£no dati da bismo ga izvukli iz neke jezgre i koliko bi
mu energije prosje£no trebalo dati da bismo ga ugradili u neku drugu jezgru.
Takva prosje£na energija se zove speci�£na energija veze ili energija veze
po nukleonu i ozna£ava se sa E/A, a dobija se kad energiju veze podijelimo s
brojem nukleona za dati nuklid.

Razmotri¢emo speci�£nu energiju veze za jedan laki, srednji i te²ki nuklid
respektivno. Energija veze za 2

1H je 2, 2 MeV, za 56Fe je 492, 8 MeV, dok je za
235U 1784 MeV. Najteºi nuklid uran ima i najve¢u energiju veze. Me�utim ako
izra£unamo njihove speci�£ne energije veze dobijamo za 2

1H 1, 1 MeV, za 56Fe
8, 8 MeV, a za 235U 7, 6 MeV. Vidimo da iako je uran teºi od ºeljeza, ºeljezo ima
ve¢u speci�£nu energiju veze od urana. Moºemo to predstaviti i gra�£ki (slika
6.3).

Slika 6.3. Speci�£na energija veze u zavisnosti od masenog broja.

Pokazuje se da su ºeljezo i elementi oko njega najstabilniji. Lak²i elementi
(kao npr. vodik) ili teºi elementi (kao npr. uran) su nestabilniji i imaju manje
energije veze po nukleonu. Ovo zna£i da su elementi i desno i lijevo od ºeljeza
podloºni transformacijama u stabilnije elemente. Elementi sa lijeve strane su
podloºni fuziji-procesu u kojem se dvije lak²e jezgre spajaju u teºu, dok su
elementi sa desne strane podloºni �siji-procesu u kome se teºa jezgra raspada
na lak²e jezgre. U oba procesa se osloba�a velika koli£ina energije o £emu ¢e
biti govora kasnije.
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6.4 Radioaktivnost

Radioaktivnost je proces spontane transformacije jezgre pri £emu ona mijenja
svoj sastav ili energetsko stanje uz emisiju £estica i energije. Proces radioaktiv-
nog raspada ¢e trajati sve dok se nestabilna, radioaktivna jezgra ne transformi²e
u stabilnu jezgru ²to se obi£no de²ava kroz vi²e koraka. Ovu pojavu je slu£ajno
otkrio francuski �zi£ar Antoan Anri Bekerel (Antoine-Henri Becquerel) 1896.
godine u spojevima koji sadrºe uran. Zaklju£io je da se radioaktivno zra£enje
spontano emituje, da je prodorno, da zacrnjuje fotografsku emulziju i da jo-
nizuje gasove. Sam naziv radioaktivnost predloºila je 1898. godine Mari Kiri
(Marie Curie) koja je zajedno sa svojim muºem Pjerom Kirijem ( Pierr Curie)
prou£avaju¢i radioaktivnost otkrila do tada dva nepoznata elementa - polonij i
radij.

Radioaktivnost moºe biti prirodna i vje²ta£ka. Prirodna radioaktivnost je
stalno prisutna oko nas i dolazi iz na²e okoline. Prirodni izvori radioaktivnog
zra£enja su npr. radionuklidi koji se nalaze u hrani i vodi, dok su vje²ta£ki npr.
produkti nastali nuklearnim probama u atmosferi i nuklearni otpad. Radioak-
tivno zra£enje spada u joniziraju¢e zra£enje jer na svom putu jonizira atome
na koje nailazi. Pri prolasku kroz ºive ¢elije, joniziraju¢e zra£enje moºe iza-
zvati razli£ite vrste o²te¢enja. Posebno vaºna molekula koju joniziraju¢e zra£e-
nje moºe o²tetiti je dezoksiribonukleinska kiselina (DNK). Joniziraju¢e zra£enje
ne moºemo detektovati na²im £ulima, ali postoje razli£ite vrste detektora gdje
mjerenja moºemo interpretirati na osnovu energije koju zra£enje deponuje u
materijalu detektora. Postoje zakonske regulative koje de�ni²u dozu zra£enja
koju £ovjek moºe da primi godi²nje.

6.4.1 Zakon radioaktivnog raspada

Radioaktivni elementi se raspadaju na razli£ite na£ine, ali mi ne moºemo sa
sigurno²¢u re¢i kada ¢e do tog raspada do¢i. Prema tome moºemo re¢i da je
radioaktivni raspad statisti£ki proces koji ne zavisi od vanjskih uslova. Svaka
jezgra ima svoju vjerovatno¢u raspada. Usvojeno je da se po£etna jezgra koja
se raspada naziva roditelj, dok se novonastala jezgra naziva potomak ili k¢erka.

Pretpostavi¢emo da imamo slu£aj pri kojem se nestabilna jezgra A transfor-
mi²e u stabilnu jezgru B. Neka je u vremenskom trenutku t prisutno N atoma
radionuklida A. Brzina raspada tj. broj raspada u jedinici vremena moºe se
dati odnosom:

dN

dt
, (6.10)

gdje je dN broj atoma koji se raspada u beskona£no malom vremenskom inter-
valu dt. Brzina raspada je proporcionalna ukupnom broju neraspadnutih atoma
N ²to moºemo napisati kao:

−dN
dt

= λN. (6.11)

U jedna£ini (6.11) predzank "-" se pojavljuje zato ²to broj atoma N opada
sa vremenom, a konstanta proporcionalnosti λ se zove konstanta radioaktivnog
raspada. Transformisanjem jedna£ine (6.11) u oblik:

dN

N
= −λdt (6.12)
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te integracijom u granicama od (0, t) i (N0, N), dobija se:

N = N0e
−λt. (6.13)

U jedna£ini (6.13) N0 je po£etni broj atoma elementa A, a N je broj neraspa-
dnutih atoma elementa A nakon vremena t, a sama jedna£ina je zakon ra-
dioaktivnog raspada. Zakon radioaktivnog raspada je prikazan na slici 6.4.

Slika 6.4. Zakon radioaktivnog raspada. Po£etni broj jezgara N0 opada s
vremenom po eksponencijalnom zakonu. Nakon vremena t 1

2
po£etni broj

jezgara se smanjio za pola.

Vrijednosti radioaktivne konstante λ odre�uju se uglavnom eksperimentalno i
za neke atome se kre¢u od dijelova s−1 do nekoliko miliona s−1 za neke druge.
Umjesto λ £e²¢e se kao karakteristika radioaktivnog raspada uzima tzv. vrijeme
ili period poluraspada. To je vrijeme za koje se raspadne polovina od po£etnog
broja atoma radioaktivnog elementa. Vrijeme poluraspada se ozna£ava sa t 1

2
ili

T 1
2
. Kad u jedna£inu (6.13) uvrstimo za t = t 1

2
i za N = N0

2 , nakon sre�ivanja
dobi¢emo da je:

t 1
2

=
ln2

λ
=

0, 693

λ
. (6.14)

Moºe se jo² de�nisati i srednje vrijeme ºivota radionuklida kao recipro£na vri-
jednost radioaktivne konstante:

τ =
1

λ
=

t 1
2

ln2
. (6.15)

Prema zakonu radioaktivnog raspada (6.13) brzina raspada je data derivacijom
dN
dt . Apsolutna vrijednost te veli£ine prema (6.11) je:

A =

∣∣∣∣dNdt
∣∣∣∣ = λN (6.16)

i naziva se brzina radioaktivnog raspada, aktivnost ili radioaktivnost. Prema
(6.13) aktivnost eksponencijalno opada sa vremenom:

A = A0e
−λt, (6.17)
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gdje je A0 po£etna aktivnost supstance, dok je A aktivnost supstance nakon
vremena t. Jedinica za aktivnost u Me�unarodnom sistemu jedinica je Bekerel
u oznaci Bq. Aktivnost od jednog Bekerela je ona aktivnost pri kojoj se de²ava
jedan raspad jezgre u jednoj sekundi:

1 Bq = 1
1

s
= 1 s−1. (6.18)

U ranijim sistemima su se jo² upotrebljavale jediniceKiri u oznaci Ci iRaderford
u oznaci Rd:

1 Ci = 3, 7 · 1010
raspada

s
= 3, 7 · 1010 Bq (6.19)

1 Rd = 106
raspada

s
= 106 Bq. (6.20)

6.4.2 Tipovi radioaktivnog raspada

Nedugo nakon otkri¢a radioaktivnosti otkrivena su tri osnovna tipa radioak-
tivnog raspada: α, β i γ raspad. Raderford je 1897. godine otkrio dva tipa
radioaktivnog raspada, manje prodorno koje je nazvao α i vi²e prodorno koje
je nazvao β zra£enje. 1900. godine francuski �zi£ar i hemi£ar, Pol Vilard (Paul
Villard), je otkrio i tre¢u vrstu radioaktivnog zra£enja tzv. γ zra£enje koje je
bilo prodornije od prethodna dva tipa ²to se moºe vidjeti na slici 6.5. Da bi se α
zra£enje zaustavilo dovoljan je list papira, β zra£enje moºe zaustaviti nekoliko
mm debeo komad lima, dok najprodorinije γ zra£enje zaustavlja nekoliko cm
debela olovna plo£a.

Slika 6.5. Prodornost α, β i γ zra£enja.

Pri α i β raspadu dolazi do transforamcije polazne jezgre u novu uz emi-
siju odgovaraju¢ih £estica i energije. Nakon radioaktivnog raspada jezgra moºe
ostati u pobu�enom stanju i da bi se vratila u osnovno energetsko stanje emi-
tuje γ zra£enje pri £emu ne dolazi do transmutacije elementa. Radioaktivnim
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raspadom se moºe smatrati i spontana �sija koju doºivljavaju neka teºa jezgra
poput 238U o £emu ¢e biti govora ne²to kasnije. U radioaktivni raspad tako�e
spada i emisija protona i emisija te²kih dijelova jezgre. Tada dolazi do raspada
teºe jezgre na dvije manje jezgre uz emisiju odgovaraju¢ih £estica i osloba�anje
energije. U nastavku ¢emo razmotriti tri naj£e²¢a tipa radioaktivnog raspada:
α, β i γ.

1. α raspad

Sve teºe jezgre sa Z>82 pokazuju odre�enu nestabilnost i spontanu dez-
integraciju. Mnoge od njih se dezintegri²u tako da se razdvajaju na novu
jezgru i jezgru helijevog atoma 4

2He tj. α £esticu. Ovaj tip raspada op¢e-
nito moºemo predstaviti kao

A
ZX→ A−4

Z−2Y + 4
2He. (6.21)

Vidimo da pri α raspadu nastaje nova jezgra i α £estica. Pri tome je
A novonastale jezgre manji za £etiri, dok jeZ manji za 2 u odnosu na
prvobitnu jezgru. Vrijede zakoni odrºanja naelektrisanja i broja nukleona
tj. Z i A po£etne jezgre na desnoj strani mora biti isti kao i zbir Z i A
novonastalih jezgara na lijevoj strani. Primjer α raspada je:

238
92U→ 234

90Th + 4
2He. (6.22)

Registrovano je oko 300 emitera α £estica pri £emu se emituju energije u
rasponu 4-10 MeV.

2. β raspad

β raspad je naj£e²¢i oblik spontane transformacije jezgre. Prilikom β ras-
pada promjeni se naelektrisanje jezgre Z, dok broj nukleona A ostaje isti.
Pri tome se emituju β+ i β− £estice (elektroni i pozitroni). Svaka £estica
ima svoju anti£esticu. Tako je pozitron anti£estica elektronu. Pozitron
ima iste osobine kao i elektron, osim ²to mu je predznak naboja pozitivan.
Nakon otkri¢a β raspada postojao je veliki problem u ta£nom opisivanju
ovog procesa. Naime, izgledalo je da je zakon o£uvanja energije naru²en
²to �zikalno nije imalo smisla. �inilo se da jedan dio energije "nestaje" u
ovom procesu. Kasnije je otkrivena £estica pod nazivom elektronski ne-
utrino, kao i njena anti£estica, elektronski antineutrino za koje se pokazalo
da tako�er nastaju u ovim transformacijama jezgri i pri tome sa sobom
odnose dio "nedostaju¢e" energije. Postoje tri tipa β raspada: β−, β+ i
zahvat elektrona.

β− raspad

Ovu vrstu raspada moºemo op¢enito predstaviti kao:

A
ZX→ A

Z+1Y + 0
−1e + ν̃. (6.23)
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Pri β− raspadu nastaje nova jezgra £iji je redni broj ve¢i za jedan, elektron
i elektronski antineutrino. Pri ovoj transformaciji jedan neutron iz jezgre
se transformi²e u proton ²to moºemo predstaviti kao:

n→ p + e− + ν̃. (6.24)

β+ raspad

Ovu vrstu raspada moºemo op¢enito predstaviti kao:

A
ZX→ A

Z−1Y + 0
+1e + ν. (6.25)

Pri ovoj vrsti raspada nastaje nova jezgra £iji je redni broj manji za jedan,
pozitron i elektronski neutrino. Pri ovoj transformaciji jedan proton iz
jezgre se transformi²e u neutron ²to moºemo predstaviti kao:

p→ n + e+ + ν. (6.26)

Zahvat elektrona

Moºe se desiti da jezgra zahvati elektron iz najbliºe, K-ljuske pri £emu
se jedan proton transformi²e u neutron uz emisiju neutrina. Zato se ovaj
proces £esto zove i K-zahvat. Ovaj proces moºemo prikazati kao:

0
−1e + A

ZX→ A
Z−1Y + ν. (6.27)

Ispostavilo se da je β raspad puno komplikovanije opisati nego α raspad.
Prilikom α raspada nastaje α £estica koja se sastoji od nukleona koji
su ve¢ prisutni u jezgri, dok prilikom β raspada dolazi do transformacije
nukleona iz jednog u drugi. Tako�er smo mogli primijetiti da prilikom β
raspada jezgra emituje elektron ili pozitron pa je moºda zbunjuju¢e otkud
ove £estice u jezgri kad znamo da nisu u njenom sastavu. Transformacije
nukleona u jezgri i stvaranje novih £estica opisuje se veoma kompleksnom
teorijom - kvantnom teorijom polja. �to se ti£e elektrona i pozitrona, isto
kao ²to ni foton ne postoji u atomu, nego nastaje prilikom povratka atoma
sa pobu�enog u niºe energetsko stanje, tako i pozitron i elektron nisu pri-
sutni u jezgri, ve¢ nastaju prilikom procesa transformacije nukleona tokom
samog β raspada.

3. γ raspad

γ zra£enje je prodorno elektromagnetno zra£enje najkra¢e talasne duºine
pa prema tome i najve¢e energije. Nakon α i β raspada £esto novonastala
jezgra ostaje u pobu�enom stanju i prilikom povratka u niºe energetsko
stanje emituje γ zra£enje. Ovo se moºe prikazati kao:

A
ZX
∗ → A

ZX + γ, (6.28)

gdje ∗ ozna£ava da je jezgra u pobu�enom stanju.
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6.5 Fisija

Kada smo govorili o energiji veze zaklju£ili smo da se u atomskoj jezgri nalazi
velika koli£ina energije koja bi se mogla iskoristiti. Jedan od na£ina da se ener-
gija dobije iz jezgre je �sija. 1938. godine Oto Han (Otto Hahn), Lize Majtner
(Lise Meitner) i Fric �trasman (Fritz Strassmann) su ostvarili nuklearnu reak-
ciju u kojoj su bombardovali izotop 235

92U neutronima. Pod pojmom nuklearne
reakcije podrazumijevamo proces transformacije jezgre usljed razmjene energije
sa drugim jezgrama ili elementarnim £esticama. Kao rezultat ove reakcije Han
i �trasman su dobijali po dvije nove jezgre £iji su atomski brojeve negdje oko
sredine periodnog sistema, nekoliko novih neutrona i oslobo�enu energiju od oko
200 MeV:

235
92U + 1

0n→ 144
56Ba + 90

36Cr + 210n + 200 MeV. (6.29)

Ovakva pojava cijepanja teºe jezgre na dva pribliºno jednaka fragmenta naziva
se nuklearna �sija. Danas su poznata dva tipa �sije: spontana �sija i prinudna
(vje²ta£ka) ili nuklearna �sija. Kao ²to i samo ime govori, spontana �sija de²ava
se bez ikakvih vanjskih uticaja, spontano, dok je sam proces sli£an onom kod
vje²ta£ke �sije. Spontana �sija se de²ava samo kod najteºih jezgara tzv. tran-
surana (Z ≥ 90, A > 230). Cijepanje jezgre u op²tem obliku moºemo napisati
kao:

A
ZU + 1

0n→ A+1
ZU
∗ → X + Y + bn+ E. (6.30)

Iz jedna£ine (6.30) se vidi mehanizam �sije. Te²ka jezgra se bombarduje ne-
utronima koji se nazivaju "spori" ili "termalni" neutroni jer je njihova brzina
pribliºno jednaka brzini termi£kog kretanja molekula (oko 0,025 eV). Kada se
termalni neutron sudari sa jezgrom A

ZU, do¢i ¢e do zahvata neutrona i nasta¢e
pobu�ena jezgra A+1

ZU∗ £iji je maseni broj ve¢i za 1 od polazne jezgre. Novo-
nastala jezgra se mora osloboditi vi²ka energije E pri £emu nastaju dva nova
elementaX i Y - fragmenti �sije, te u prosjeku b neutrona koji se u ovom procesu
oslobode.

Slika 6.6. Prinos �sije u zavisnosti od atomskog broja.

Fisija se moºe ostvariti i procesom bombardovanja te²ke jezgre protonima, α
£esticama ili drugim naelektrisanim £esticama, ali najinteresantniji je proces
�sije koji se dobije bombardovanjem te²ke jezgre neutronima. Istraºivanja nuk-
learne �sije pokazala su da postoji vi²e na£ina cijepanja teºe jezgre, npr. mogu¢
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je i ovakav proces �sije:

235
92U + 1

0n→ 140
54Xe + 94

38Sr + 210n + 200 MeV. (6.31)

Treba napomenuti da je u jedna£inama (6.29) i (6.31) izostavljeno pisanje koraka
gdje dolazi do formiranja pobu�ene jezgre urana. Pokazalo se da su najvjero-
vatnija cijepanja ona pri kojima se mase produkata odnose kao 2:3.

Na slici 6.6 je prikazana raspodjela masenih brojeva fragmenata �sije 235
92U.

Kao ²to se vidi sa slike, samo u 0, 01% slu£ajeva ¢e nastati fragmenti iste mase.
Najvjerovatniji tj. naj£e²¢i produkti �sije su nizovi koji imaju fragmente sa
atomskim masama oko 95 i 140. Primarni fragmenti �sije imaju vi²ak neutrona
koji se osloba�aju u nizu β− reakcija.

Osim ²to se u procesu �sije osloba�a velika koli£ina energije, ona je pogodna
kao izvor energije jer se u tom procesu u prosjeku osloba�a 2, 5 novih neutrona
koji mogu prouzrokovati dalje �sije ²to je prikazano na slici 6.7.

Slika 6.7. �ematski prikaz lan£ane reakcije �sije

Ovaj proces se zove lan£ana rekacija koja moºe biti kontrolisana ili nekontroli-
sana. Kontrolisane lan£ane reakcije se postiºu u nuklearnim reaktorima, dok se
nekontrolisane reakcije postiºu u nuklearnim bombama.

Prvi uslov za postizanje kontrolisane reakcije �sije je da obezbijedimo nuk-
learno gorivo. U prirodnoj rudi urana prisutano je samo oko 0, 7% 235

92U koji
je pogodan za �siju dok ostatak £ini 238

92U. Da bi se odvijala kontrolisana lan-
£ana reakcija prvo je potrebno "obogatiti" rudu urana tj. pove¢ati procenat
235
92U sa 0, 7% na nekoliko procenata (obi£no 3%). Da bi se reakcija odrºavala
konstantnom broj neutrona mora biti stalan. To se obi£no postiºe posebnom
konstrukcijom nuklearnog reaktora velike zapremine £ime se sprije£ava da ne-
utroni pobjegnu iz reaktora. Osim toga, neutroni nastali �sijom su tzv. "brzi"
neutroni £ija je energija oko 2 MeV. Za �siju su pogodni "spori" ili "termalni"
neutroni pa im je potrebno smanjiti energije do 0, 04 eV. Ovaj proces poznat pod
nazivom termalizacija ili usporavanje neutrona postiºe se u supstancama koje se
zovu moderatori gdje ne dolazi do apsorpcije neutrona ve¢ samo do smanjivanja
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njihove energije. Postoji vi²e vrsta moderatora, a najpoznatiji moderator je te-
²ka voda (deuterij kroz koji se propu²ta vodik). Moderatori i nuklearno gorivo se
u reaktoru slaºu naizmjeni£no jer ponekad, ako jezgra zahvati neutron, ne mora
nastupiti �sija nego emisija γ fotona. Prilikom procesa termalizacije, neutron
je naro£ito podloºan ne�sionom zahvatu od strane 238

92U u podru£ju energija od
100 eV do 1 eV. Naizmjeni£nim slaganjem goriva i moderatora izbjegava se da
u podru£ju kriti£nih energija nastupi γ emisija umjesto �sije.

�to se ti£e nekontrolisane nuklearne lan£ane reakcije �sije, ona se de²ava
unutar nuklearne bombe. Na slici 6.8 je prikazan princip rada jednog tipa
nuklearne bombe.

Slika 6.8. �ematski prikaz mehanizma atomske bombe.

Hemijskim eksplozivom se potiskuje podkriti£na masa 235
92U prema desnoj strani

gdje se kombinuje sa drugom potkriti£nom masom £ime se dobija odgovaraju¢a
koli£ina materijala za odvijanje lan£ane reakcije koja se vi²e ne moºe kontrolisati.
Prva nuklearna eksplozija se desila 1945. godine kada je izveden tzv. Triniti
(Trinity) test u Novom Meksiku u Sjedninjenim Ameri£kim Drºavama. Nakon
ovog testa nuklearna bomba je ba£ena na japanski grad Hiro²imu 6.avgusta 1945.
godine, a tri dana nakon toga i na Nagasaki. Na razvoju nuklearnog oruºja
u okviru projekta Menhetn (Manhattan) radio je Robert Openhajmer (Julius
Robert Oppenheimer), ameri£ki teorijski �zi£ar i profesor �zike na Univerzitetu
u Berkliju (Berkeley). Kori²tenje nuklearnog naoruºanja predstavlja i danas
moralno pitanje jer su ºrtve bile nevini ljudi, a posljedice ove dvije eksplozije
osje¢aju se jo² i danas.

6.6 Fuzija

Nuklearna fuzija je reakcija spajanja dvije manje jezgre u jednu teºu uz os-
loba�anje energije. Spajanje lak²ih u teºe jezgre traje od postanka Svemira.
U vrijeme Velikog praska nije bilo atoma ve¢ je Svemir bio jako gust, vru¢ i
po£eo je brzo da se ²iri. Kada je po£eo da se hladi to je omogu¢ilo energiji da se
pretvori u razne subatomske £estice uklju£uju¢i protone, neutrone i elektrone.
Jednostavna jezgra su se formirala ve¢ nakon tri minute od Velikog praska, a
puno kasnije su se formirali neutralni atomi, zvijezde, planete itd. Na Zemlji
skoro svu energiju dobijamo od Sunca (nafta, ugalj, energija vjetra, vode....)
pa se postavlja pitanje odakle Suncu energija. Unutar Sunca vladaju visoke
temperature od oko 1,5·107 K gdje se £estice kre¢u velikim brzinama i stalno se
sudaraju. Usljed toga u unutra²njosti Sunca vlada stanje plazme tj. gasa jona
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(jezgara) £iji su se svi orbitalni elektroni oslobodili. U ovakvim uslovima visoke
temperature odvijaju se reakcije spajanja jezgara - fuzije. Spektroskopska mje-
renja koja su ranije pomenuta u ovoj knjizi mogu nam dati informacije o tome
koji se elementi nalaze u zvijezdama poput na²eg Sunca (linijski spektri). Tako
moºemo otkriti prisustvo vodika, helija i drugih teºih elemenata u malom pro-
centu. U na²em Suncu je zastupljen tzv. protonski ciklus koji se moºe opisati
sljede¢om relacijom:

1
1H + 1

1H + 1
1H + 1

1H→ 4
2He + 2 0

+1e + 2ν + 24, 7 MeV. (6.32)

U kona£nici kad se iscrpe sve zalihe vodika Sunce ¢e kroz transformacije karak-
teristi£ne za zvijezde te veli£ine (crveni dºin, a zatim i bijeli patuljak) da doºivi
svoju smrt. Postavilo se pitanje da li se ovakvi procesi mogu de²avati na Zemlji.
Kao i �sija i reakcija fuzije moºe biti kontrolisana ili nekontrolisana. Prva ne-
kontrolisana reakcija fuzije na Zemlji se desila 1952. godine kada su Sjedinjene
Ameri£ke Drºave detonirale nuklearnu (hidrogensku) bombu kodnog imena Ajvi
Majk (Ivy Mike). Kontrolisana fuzija bi predstavljala veliki izvor energije, ali
zbog niza tehni£kih te²ko¢a jo² nije realizovana na Zemlji. U laboratorijskim
uslovima ostvarene su fuzione reakcije tipa:

1. deuterij-deuterij

2
1H + 2

1H→ 3
2He + 1

0n + 3, 27 MeV (6.33)

2. deuterij-deuterij

2
1H + 2

1H→ 3
1H + 1

1H + 4, 03 MeV (6.34)

3. deuterij-tricij

2
1H + 3

1H→ 4
2He + 1

0n + 17, 59 MeV. (6.35)

Deuterij je dosta zastupljen u morskoj vodi ²to ga £ini gotovo neograni£enom
sirovinom. Da bi se fuzija mogla odvijati kontinuirano moraju biti zadovoljeni
sljede¢i uslovi:

1. visoka temperatura T

Ona je potrebna radi svladavanja Kulonove odbojne sile izme�u pozitivnih
jezgri jer je materija u stanju plazme.

2. velika gusto¢a jona n

Broj jona u plazmi mora biti veliki da bi £e²¢e dolazilo do sudara.

3. dugo vrijeme kon�niranja τ

Osnovni problem je kako odrºati plazmu unutar nekog spremnika duºe
vrijeme na odgovaraju¢oj temperaturi i sa odgovaraju¢om gusto¢om. Ni
jedan materijal na Zemlji ne moºe izdrºati visoke temperature potrebne
za fuziju.
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Lovson (J. D. Lawson) je uspostavio tzv. Lovsonov kriteriji koji nam govori da
ako ºelimo imati uspje²an termonuklearni reaktor, moramo posti¢i da je:

n · τ ≥ 1020
s
m3

. (6.36)

Da bi se dobila kontrolisana reakcija fuzije potrebno je drºati plazmu potpuno
odvojenu od zidova posude. Jedan na£in za to je kori²tenje magnetnih polja.
Ure�aj koji radi na tom principu zove se tokamak i koristi kombinaciju toro-
idalnog i poloidalnog magnetnog polja. Drugi na£in kon�niranja je tzv. interno
kon�niranje, gdje se zrakama visoke energije zagrijavaju i kompresuju male pa-
lete deuterij-tricija. U su²tini, dobivaju se mini ekspolozije hidrogenskih bombi
koje omogu¢avaju stalan dotok energije. Najvi²e paºnje za interno kon�niranje
je poklonjeno laserskim zrakama, ali obe¢avaju¢e su i protonske i elektronske
zrake. Trenutno je jedan od najambicioznijih projekata za dobivanje kontroli-
sane fuzije tzv. Me�unarodni termonuklearni eksperimentalni reaktor (Interna-
tional Thermonuclear Experimental Reactor-ITER). Kroz saradnju 35 zemalja u
juºnoj Francuskoj se gradi najve¢i eksperimentalni tokamak u cilju ostvarivanja
kontrolisane fuzije kao budu¢eg neograni£enog izvora energije.
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